
Κεφάλαιο 1ο: Βασικές Έννοιες

1.1 Συνήθεις Πράξεις

Το  Mathematica  υποστηρίζει  όλες  τις  αριθµητικές  πράξεις,  και  µάλιστα  µε  τον  γνωστό  τρόπο.  Έτσι
µπορούµε, να προσθέσουµε δύο αριθµούς χρησιµοποιώντας το γνωστό σύµβολο "+",

100 + 200

300

να αφαιρέσουµε δύο αριθµούς χρησιµοποιώντας το γνωστό σύµβολο "-",

300 − 500

−200

να πολλαπλασιάσουµε δύο αριθµούς χρησιµοποιώντας το σύµβολο "*" 

200 ∗ 300

60000

και να διαιρέσουµε δύο αριθµούς χρησιµοποιώντας το σύµβολο "/".

1000ê20

50

Το  σύµβολο  "*"  που  χρησιµοποιήσαµε  για  τον  πολλαπλασιασµό  µπορεί  να  αντικατασταθεί  από  το  κενό
διάστηµα.

200 300

60000
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Εκτός  από  το  σύµβολο  "/",  το  οποίο  το  χρησιµοποιήσαµε  για  τη  διαίρεση  αριθµών,  µπορούµε  να
χρησιµοποιήσουµε  και  το  συνδυασµό  των  πλήκτρων  Ctrl  +  /.  Για  παράδειγµα,  η  επόµενη  εντολή
πληκτρολογήθηκε µε την εξής σειρά: 1000  Ctrl + /  20.

1000
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

20

50

Όλες οι πράξεις που είδαµε παραπάνω µπορούν να συνδυαστούν µεταξύ τους.

12 ∗ 10 + 24 − 12ê6

142

Πρέπει να σηµειωθεί ότι υπάρχει συγκεκριµένη προτεραιότητα στην εκτέλεση των πράξεων. Συγκεκριµένα,
1η  προτεραιότητα  έχει  η  πράξη  της  ύψωσης  σε  δύναµη  (^),  2η  προτεραιότητα  έχουν  οι  πράξεις  του
πολλαπλασιασµού  (*)  και  της  διαίρεσης  (/)  και  3η  προτεραιότητα  έχουν  οι  πράξεις  της  πρόσθεσης  (+) και
της  αφαίρεσης  (-).  Μπορούµε  να  παρακάµψουµε  όµως  αυτή  την  προτεραιότητα  εκτέλεσης  των  πράξεων
χρησιµοποιώντας  παρενθέσεις.  Όταν  χρησιµοποιούµε  παρενθέσεις,  πρώτα  εκτελούνται  οι  πράξεις  µέσα
στην παρένθεση, και µετά οι πράξεις έξω από τις παρενθέσεις, πάντα µε την προτεραιότητα εκτέλεσης των
πράξεων  που  αναφέραµε  πιο  πάνω.  Το  παρακάτω  παράδειγµα  είναι  το  ίδιο  µε  το  προηγούµενο,  µε  µόνη
διαφορά τη χρήση παρενθέσεων. Το αποτέλεσµα ασφαλώς δεν είναι είναι το ίδιο.

12 ∗ 10 + H24 − 12Lê6

122

Παρατηρούµε  ότι  το  Mathematica  αριθµεί  αυτόµατα  κάθε  εισαγόµενη  εντολή  του  χρήστη  (Input),  καθώς
και  την  αντίστοιχη  εξερχόεµνη  απάντηση  (Output)  µε  έναν  αριθµό.  Η  αρίθµηση  αυτή  είναι  συνεχής,  και
αρχίζει  από  την  αρχή  σε  κάθε  επανεκίνηση  του  Mathematica.  Η  αρίθµηση  αυτή  είναι  συνεχής,  και  αρχίζει
από την αρχή σε κάθε επανεκκίνηση του Mathematica.

Ιn[n] Εντολή (Input) αριθµός n.
Out[n] Απάντηση (Output) αριθµός n.

To  mathematica  µας  δίνει  τη  δυνατότητα  να  αναφερθούµε  σε  κάποιο  συγκεκριµένο  από  τα  προηγούµενα
αποτελέσµατα, χρησιµοποιώντας το σύµβολο " %n " όπου n είνα ο αριθµός του βήµατος του αποτελέσµατος
που  µαες  ενδιαφέρει.Ειδικότερα,όταν  θέλουµε  να  αναφερθούµε  στο  τελευταίο
αποτέλεσµα,τότεχρησιµοποιούµε µόνο το σύµβολο " % ".Ο συµβολισµός " %% " µας δίνει το δεύτερο από
το τέλος αποτέλεσµα,κ.τ.λ.
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% − 22

100

Στην  προηγούµενη  εντολή  αφαιρούµε  από  το  τελευταίο  αποτέλεσµα   (12  *  10  +  (24  -  12)  /  6  =  122)  τον
αριθµό  20.  Ενώ  στην  επόµενη  εντολή  διαιρούµε  µε  το  200,  το  αποτέλεσµα  του  βήµατος  5  (200  300  =
60000).

%5ê200

300

Μερικές φορές τα αριθµητικά αποτελέσµατα, που δίνονται από το Mathematica, δεν είναι τα επιθυµητά. Για
πράδειγµα, το πηλίκο της διαίρεσης

10000001ê101

10000001
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

101

θα επιθυµούσαµε  να  δωθεί   ως  δεκαδικός  αριθµός  και  όχι ως ένα πηλίκο που από την  αρχή γνωρίζαµε. Το
Mathematica  προσπαθεί  να  δίνει  την  ακριβέστερη  απάντηση  που  µπορεί,  σε  σχέση  πάντα  µε  τον  τύπο  των
αριθµών που εισάγει ο χρήστης. Όταν, λοιπόν, ζητάµε να µας δώσει το πηλίκο δύο ακεραίων, το Mathemat-
ica  προσπαθεί  να  επιστρέψει  έναν  ακέραιο.  Επειδή όµως, το  πηλίκο δεν  είναι ακέραιος µας επιστρέφει  την
αµέσως µετά τον ακέραιο ακριβέστερη απάντηση, που φυσικά είναι ένας ρητός αριθµός.

Για  να  πάρουµε  το  πηλίκο  της  διαίρεσης  10000001/101  ως  δεκαδικό  αριθµό,  αρκεί  να  εισάγουµε  τον  έναν
από τους δύο ακεραίους µε µορφή δεκαδικού (πραγµατικού) αριθµού.

10000001.0ê101

99009.9

Το ίδιο αποτέλεσµα µπορούµε να το επιτύχουµε µε τη χρήση της συνάρτησης N[expr], όπου expr είναι µια
παράσταση. Η συνάρτηση N επιστρέφει την αριθµητική τιµή της παράστασης expr.

N[expr] Επιστρέφει µε προσέγγιση την αριθµητική τιµή της παράστασης expr.
N[expr,  n] Επιστρέφει  µε  προσέγγιση  την  αριθµητική  τιµή  της  παράστασης  expr,

χρησιµοποιώντας n
ψηφία, στα οποία συµπεριλαµβάνεται και το ακέραιο µέρος της αριθµητικής τιµής.

Introduction.nb 3



N@10000001ê101D

99009.9

N@10000001ê101, 20D

99009.910891089108911

∆ύο πολύ γνωστές σταθερές στο Mathematica είναι ο αριθµός π και ο αριθµός e.

Pi ή p Ο συµβολισµός του αριθµού π
E ή ‰ Ο συµβολισµός του αριθµου e
Ι ή Â Ο συµβολισµός του αριθµού è!!!!!!!-1

N@Pi, 200D

3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944¥
5923078164062862089986280348253421170679821480865132823066470¥
9384460955058223172535940812848111745028410270193852110555964¥
46229489549303820

N@E, 200D

2.718281828459045235360287471352662497757247093699959574966967¥
6277240766303535475945713821785251664274274663919320030599218¥
1741359662904357290033429526059563073813232862794349076323382¥
98807531952510190

Στις δύο προηγούµενες εντολές, παρατηρούµε ότι το Mathematica χρησιµοποιεί  στο τέλος κάθε γραµµής το
σύµβολο µε τις τρεις πλάγιες τελείες, για να δείξει ότι ο αριθµός συνεχίζεται και σε επόµενη γραµµή.

H2 + 3 IL H5 − 3 IL H−1 − 5 IL

26 − 104 ą

Με την ίδια ευκολία που κάνουµε πράξεις µε ακεραίους και µιγαδικούς αριθµούς µπορούµε να κάνουµε και
πράξεις µε µιγαδικούς αριθµούς.
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H2 + 3 ILêH4 + 5 IL

23
¡¡¡¡¡¡¡
41

+
2 ą
¡¡¡¡¡¡¡¡
41

H2.0 + 3.0 ILêH4.0 + 5.0 IL

0.560976 + 0.0487805 ą

Το Mathematica διαθέτει συναρτήσεις µε τις οποίες µπορούµε να διαχειριστούµε τους µιγαδικούς αριθµούς.

Re[z] ∆ίνει το πραγµατικό µέρος του µιγαδικού αριθµού z
Im[z] ∆ίνει το φανταστικό µέρος του µιγαδικού αριθµού z
Abs[z] ∆ίνει την απόλυτη τιµή ενός πραγµατικού ή το µέτρο ενός µιγαδικού αριθµού z
Arg[z] ∆ίνει την γωνία φ για την οποία ισχύει z=|z|·eiφ

Sqrt[a] ∆ίνει την τετραγωνική ρίζα του αριθµού α

Re@H2 + 3 IL H5 − 3 IL H−1 − 5 ILD

26

Im@H2 + 3 IL H5 − 3 IL H−1 − 5 ILD

−104

Abs@H2 + 3 IL H5 − 3 IL H−1 − 5 ILD

26 è!!!!!!17

Arg@H2 + 3 IL H5 − 3 IL H−1 − 5 ILD

−ArcTan@4D
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Sqrt@49D

7

Πρέπει να σηµειωθεί ότι το Mathematica  δεν εκτελεί µόνο αριθµητικές πράξεις, αλλά περιέχει εκατοντάδες
ενσωµατωµένες  συναρτήσεις,  οι  οποίες  είτε  µόνες  τους  είτε  σε  συνδυασµό  µεταξύ  τους  επιλύουν  διάφορα
προβλήµατα.  Συναρτήσεις  λέγονται  οι  διάφορες  εντολές  που  χρησιµοποιούνται  στο  Mathematica.  Η
συνάρτηση Ν που είδαµε παραπάνω είναι µία από αυτές. Η µορφή που έχουν οι συναρτήσεις του Mathemat-
ica είναι η εξής:

FunctionName[ ]
όπου  FunctionName  είναι  το  όνοµα  της  συνάρτησης.  Συνήθως  τα  ονόµατα  των  συναρτήσεων  είναι
ολόκληρες λέξεις, και έχουν σχέση µε το αποτέλεσµα που θα προκύψει από την εκτέλεση της συνάρτησης,
π.χ.  Factor,  Integrate.  Το  πρώτο  γράµµα  του  ονόµατος  είναι  πάντα  κεφαλαίο.  Όταν  το  όνοµα  µιας
συνάρτησης αποτελείται από δύο ή περισσότερες λέξεις, τότε το πρώτο γράµµα κάθε λέξης γράφεται πάντα
κεφαλαίο  π.χ.  FullForm,  FactorInteger.  Μεταξύ  των  αγκυλών  τοποθετούµε  το  όρισµα  ή  τα  ορίσµατα  της
συνάρτησης.  Πολλές  συναρτήσεις,  εκτός  των  ορισµάτων,  µπορούν  να  δεχθούν  και  διάφορες  επιλογές,  οι
οποίες τοποθετούνται επίσης µεταξύ των αγκύλων. Οι επιλογές αυτές είναι οδηγίες, τις οποίες ακολουθεί η
συνάρτηση, για να παρουσιάσει το αποτέλεσµα µε τον τρόπο που θέλουµε.

Ανεξάρτητα  από  αυτό  που  πληκτρολογεί  ο  χρήστης,  το  Mathematica  βλέπει  µόνο  συναρτήσεις.  Για
παράδειγµα,  όταν  θέλουµε  να  προσθέσουµε  δύο  αριθµούς,  εµείς  φυσικά  χρησιµοποιούµε  το  σύµβολο  της
πρόσθεσης, όµως το Mathematica βλέπει τη συνάρτηση Plus. Για να δούµε αυτό που βλέπει το Mathematica
και όχι αυτό που βλέπουµε εµείς στο παράθυρο εργασίας, χρησιµµοποιούµε τη συνάρτηση FullForm.

FullForm[expr] ∆ίνει την πλήρη µορφή της παράστασης expr

Έτσι,  η  πρώτη  από  τις  επόµενες  εντολές  προσθέτει  το  a  και  το  x,  ενώ  η  δεύτερη  µας  δείχνει  τον  τρόπο  µε
τον οποίο το Mathematica βλέπει το άθροισµα a+x.

a + x

a + x

FullForm@a + xD

Plus@a, xD

Κάτι ανάλογο συµβαίνει και µε τις υπόλοιπες  πράξεις. Π.χ. τον πολλαπλασιασµό.
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FullForm@a ∗ xD

Times@a, xD

Εποµένως,  θα  µπορούσαµε,  να  πούµε  ότι  τα  σύµβολα  των  πράξεων  που  χρησιµοποιούµε  είναι  ουσιαστικά
συντµήσεις  των  αντίστοιχων  συναρτήσεων.  ∆ηλαδή,  ένας  σύντοµος  τρόπος  εισαγωγής  πράξεων.  Αν
θέλουµε  να  µάθουµε  τα  ονόµατα  των  συναρτήσεων,  τα  οποία  αντιστοιχούν  στα  σύµβολα,  µπορούµε  να
χρησιµοποιήσουµε τη συνάρτηση Alias, την οποία διαθέτει το Mathematica για αυτό το σκοπό.

Alias["symbol"] ∆ίνει το όνοµα της συνάρτησης που αντιστοιχεί στο σύµβολο symbol

Alias@"+"D

Plus

Alias@"∗"D

Times

Alias@"<"D

Less

Ασφαλώς, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε αντί των συµβόλων τις συναρτήσεις που αντιστοιχούν σε αυτά.
Για παράδειγµα, αντί για το σύµβολο της πρόσθεσης µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τη συνάρτηση Plus

Plus@10, 20, 30D

60

ή αντί για το σύµβολο του πολλαπλασιασµού να χρησιµοποιήσουµε την συνάρτηση Times κ.τ.λ.

Times@20, 30D

600

Είναι, όµως, προφανές  ότι τα σύµβολα + και * χρησιµοποιούνται για τη δική µας ευκολία. Όπως θα δούµε
τέτοιες συντµήσεις υπάρχουν και για άλλες συναρτήσεις.
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Η  συνάρτηση  Power[x,n]  υψώνει  την  παράσταση  x  στη  δύναµη  n.  Μια  σύντµηση  της  συνάρτησης  αυτής
είναι ο χαρακτήρας "^".

Power@10, 3D

1000

Alias@"^"D

Power

10^3

1000

Ένας  άλλος  τρόπος  για  να  εισάγουµε  τη  δύναµη  κάποιου  αριθµού  είναι  ο  συνδυασµός  πλήκτρων  Ctrl  + 6.
Στην  περίπτωση  αυτή,  η  εισαγόµενη  εντολή  παίρνει  τη  συνήθη  µορφή  που  χρησιµοποιούµε  στα
Μαθηµατικά. Για παράδειγµα, η επόµενη εντολή πληκτρολογήθηκε µε τη σειρά 10 Ctrl+6 3.

103

1000
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Είναι  φανερό  ότι  κάθε  εργασία  στο  περιβάλλον  του  Mathematica  αντιµετωπίζεται  µε  τη  βοήθεια
συναρτήσεων.  Εποµένως  είναι  απαραίτητο  ο  κάθε  χρήστης  να  γνωρίζει,  όχι  µόνο  τα  ονόµατα  των
συναρτήσεων,  αλλά  και  τον  τρόπο  µε  τον  οποίο  χρησιµοποιούνται,  και  το  σκοπό  κάθε   σνυνάρτησης.  Το
γεγονός ότι τα ονόµατα των συναρτήσεων είναι ολόκληρες λέξεις, οι οποίες συνήθως µας πληροφορούν για
το  αποτέλεσµα  των  συναρτήσεων  είναι  σηµαντικό,  διότι  µπορούµε  σχετικά  εύκολα  να  βρούµε  την
κατάλληλη συνάρτηση για αυτό που θέλουµε να κάνουµε.

Ας υποθέσουµε για παράδειγµα, ότι χρειαζόµαστε µια συνάρτηση, η οποία να επιστρέφει το ακέραιο µέρος
ενός  αριθµού.  Οι  λέξεις  κλειδιά  είναι  Integer  (ακέραιος)  και  Part  (µέρος).  Φυσικά  δεν  γνωρίζουµε  το
ακριβές  όνοµα  της  συνάρτησης,  όµως  θεωρούµε  πιθανό  ότι  η  συνάρτηση  αυτή  θα  περιέχει  στο  όνοµά  της
είτε  τη  λέξη  Integer  είτε  τη  λέξη  Part.   Επίσης,  δεν  είµαστε  στη  θέση  να  γνωρίζουµε  αν  η  λέξη  Integr  (ή
Part) θα εµφανίζεται στην αρχή ή στο τέλος του ονόµατος. Το Mathematica µπορεί να παρουσιάσει όλες τις
συναρτήσεις  που  διαθέτει  και  περιέχουν  στο  όνοµά  τους  κάποιους  συγκεκριµένους  κάποιους
συγκεκριµένους χαρακτήρες µε εντολή που αρχίζει µε τον χαρακτήρα "?". 

Παρόλα αυτά το πρόβληµα της εύρεσης της συνάρτησης δεν έχει λυθεί ακόµα, γιατί εφόσον δεν γνωρίζουµε
σε ποιο σηµείο του ονόµατος θα εµφανίζεται η λέξη Integer, είναι εξίσου πιθανό πριν από τη λέξη αυτή να
υπάρχουν  µηδέν  ή  περισσότεροι  χαρακτήρες.  Φυσικά  µηδέν  ή  περισσότεροι  χαρακτήρες  µπορεί  να
υπάρχουν και µετά τη λέξη Integer.  Εποµένως προκύπτει η ανάγκη σωστής καθοδήγησης του Mathematica.
Η επόµενη εντολή κινείται προς αυτή την κατεύθυνση.

? *Integer*

FactorInteger    IntegerDigits    IntegerQ
GaussianIntegers IntegerExponent  Integers
Integer          IntegerPart

Ο τρόπος µε τον οποίο θα εµφανιστεί η απάντηση εξαρτάται από την έκδοση του προγράµµατος Mathemat-
ica. Σε κάθε περίπτωση το πρόγραµµα θα εµφανίσει ένα κατάλογο µε ονόµατα συναρτήσεων. 

Ο  χαρακτήρας  "*",  που  εµφανίζεται  στην  προηγούµενη  εντολή,  αντιµετωπίζεται  από  το  Mathematica  µε
ειδικό τρόπο. Το πρόγραµµα θα αντικαταστήσει το χαρακτήρα αυτό µε µηδέν ή περισσότερους χαρακτήρες.
∆ηλαδή η παράσταση *Integer* σηµαίνει ότι θέλουµε να µάθουµε όλες τις συναρτήσεις, οι οποίες περιέχουν
σε  κάποιο  σηµείο  του  ονόµατός  τους  τη  λέξη  Integer.  Μπορούµε  αν  θέλουµε  να  χρησιµοποιήσουµε  την
παράσταση  Integer*,  που  σηµαίνει  ότι  θέλουµε  όλες  τις  συναρτήσεις  που  αρχίζουν  µε  τη  λέξη  Integer.
Προφανώς,  η  παράσταση  *Integer  σηµαίνει  ότι  θέλουµε  τις  συναρτήσεις  που  τελειώνουν  µε  την  λέξη
Integer>

Στο  κατάλογο  µε  τις  συναρτήσεις,  τις  οποίες  παρουσίασε  το  Mathematica,  βλέπουµε  ότι  υπάρχει  και  η
συνάρτηση  IntegerPart.  Ασφαλώς,  µοιάζει  να  είναι  η  συνάρτηση,  την  οποία  αναζητούµε,  όµως,  αν  δεν
είµαστε  σίγουροι  ότι  αυτή  είναι,  µπορούµε  να  ζητήσουµε  βοήθεια  από  το  ίδιο  το  Mathematica.  Ο
χαρακτήρας  "?"  όταν  ακολουθείται  από  το  όνοµα  συγκεκριµένης  συνάρτησης,  είναι  µια  οδηγία  προς  το
Mathematica να παρουσιάσει βοήθεια για τη συγκεκριµένη συνάρτηση.
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? IntegerPart

IntegerPart@xD gives the integer part of x.

Ο  τρόπος µε τον  οποίο θα εµφανιστεί  η απάντηση  εξαρτάται, και πάλι, από  την έκδοση του προγράµµατος
Mathematica. Σε κάθε περίπτωση το  πρόγραµµα θα εµφανίσει ένα σύντοµο κείµενο βοήθειας που επεξηγεί
το σκοπό της συνάρτησης και τον τρόπο σύνταξής της.

Από  το  σύντοµο  αυτό  κείµενο  βοήθειας  είµαστε  πλέον  βέβαιοι  ότι  πρόκειται  για  τη  συνάρτηση,  την  οποία
αναζητούσαµε.

IntegerPart@PiD

3

Εκτός από τη συνάρτηση IntegerPart το πρόγραµµα παρουσίασε και τη συνάρτηση FactorInteger. Αν και το
όνοµα  δείχνει  το  σκοπό  της  συνάρτησης  αυτής,  εντούτοις  µπορούµε  να  ζητήσουµε  βοήθεια  από  το
πρόγραµµα.

? FactorInteger

FactorInteger@nD gives a list of the prime factors
of the integer n, together with their exponents.

∆ιαπιστώνουµε ότι η συνάρτηση FactorInteger αναλύει έναν ακέραιο σε γινόµενο πρώτων παραγόντων.

FactorInteger@1358280D

882, 3<, 83, 2<, 85, 1<, 87, 3<, 811, 1<<
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1.2 Κατασκευή Συναρτήσεων

Αν  και  υπάρχουν  εκατοντάδες  ενσωµατωµένες  στο  Mathematica  συναρτήσεις,  µερικές  φορές  δεν  υπάρχει
κάποια  κατάλληλη  για να  µας δώσει το αποτέλεσµα που θέλουµε. Στην  περίπτωση αυτή µπορούµε  (α) είτε
να συνδυάσουµε διάφορες συναρτήσεις του Mathematica, (β) είτε να κατασκευάσουµε µία δική µας.

Η κατασκευή συναρτήσεων µπορεί  να γίνει µε διάφορους τρόπος. Ας δούµε µερικά απλά παραδείγµατα.

Παράδειγµα  1:  Να  κατασκευαστεί  µια  συνάρτηση  η  οποία  να  επιστρέφει  το  αποτέλεσµα  της  δύναµης  xx,
για κάποιο ακέραιο x. 

Ένας τρόπος κατασκευής αυτής της συνάρτηση είναι ο εξής:

r = H#^#L &

#1#1 &

Το  όνοµα  της  συνάρτησης  είναι  r  ενώ  το  κυρίως  σώµα  της  συνάρτησης  είναι  η  παράσταση  ( # ^ # ) &. Οι
παρενθέσεις  χρησιµοποιούνται  µόνο  για  λόγους  οµαδοποίησης,  και  θα  µπορούσαν  να  παραληφθούν  χωρίς
να χαθεί τίποτε από τη συνάρτηση. Το σύµβολο & δείχνει ότι αυτό που προηγείται πρέπει να αντιµετωπιστεί
ως  συνάρτηση.  Είναι  προφανές  ότι  είναι  ένα  σηµαντικό  σύµβολο,  και  δεν  πρέπει  να  παραληφθεί.  Τέλος  το
σύµβολο  #  δηλώνει  τη  θέση  στην  οποία  το  Mathematica  θα  τοποθετήσει  το  όρισµα  της  συνάρτησης,
δηλαδή  το  Mathematica  θα  αντικαταστήσει  το  σύµβολο  αυτό  µε  το  όρισµα,  το  οποίο  θα  δώσουµε  στη
συνάρτηση.  Π.χ.  αν  το  όρισµα  της  συνάρτησης  είναι  ο  αριθµός  2, τότε  το  Mathematica  θα  αντικαταστήσει
το σύµβολο # µε τον αριθµό 2, δηλαδή το πρόγραµµα θα µας δώσει τη δύναµη 22.

Το  σύµβολο  της  ισότητας  (=)  δεν  έχει  καµία  σχέση  µε  το  σύµβολο  της  µαθηµατικής  ισότητας,  που
χρησιµοποιούµε  στις  εξισώσεις.  Ουσιαστικά  είναι  µια  αντικατάσταση  του  αριστερού  µέρους  της  ισότητας
αυτής µε το δεξιό. Το Mathematica  κάθε φορά που θα βλέπει το γράµµα r, θα το αντικαθιστά αυτόµατα µε
το δεξίο µέρος της ισότητας αυτής.

Στη συνέχεια βλέπουµε τις τιµές που επιστρέφει η συνάρτηση r για συγκεκριµένες τιµές (ορίσµατα):

r@2D

4

r@10D

10000000000
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r@xD

xx

r@bD

bb

Παρατηρούµε ότι η εκτέλεση της συνάρτησης r µας δίνει ακριβώς αυτό που ζητάµε.

Επίσης παρατηρούµε ότι στην πρώτη εκτέλεση  της συνάρτησης r το Mathematica  έδωσε µια απάντηση της
µορφής #1#1 &. Το σύµβολο #1 δείχνει ότι το πρόγραµµα θεωρεί ότι υπάρχει µόνο µία θέση η οποία πρέπει
να  συµπληρωθεί  από  το  όρισµα  της  συνάρτησης.  Επειδή  στον  εκθέτη  θέλουµε  τον  ίδιο  αριθµό  (δηλαδή  το
ίδιο όρισµα), το Mathematica τοποθέτησε και στον εκθέτη το ίδιο σύµβολο. 

Παράδειγµα 2: Να κατασκευαστεί µια συνάρτηση η οποία να υπολογίζει τη δύναµη xy.

s = H#1^#2L &

#1#2 &

Επειδή  στη  συγκεκριµένη  συνάρτηση  έχουµε  άλλον  αριθµό  στον  εκθέτη  χρησιµοπιήσαµε  και  µια  δεύτερη
θέση (#2). Στη συνέχεια βλέπουµε τις τιµές που επιστρέφει η συνάρτηση s για συγκεκριµένες τιµές:

s@2, 3D

8

s@3, 2D

9

s@x, yD

xy

Παρατηρούµε ότι η εκτέλεση της συνάρτησης  s µας δίνει ακριβώς αυτό που ζητάµε.

To Mathematica  κρατάει  στη  µνήµη  του  οτιδήποτε  εκτελεί  ο  χρήστης, µέχρι την  έξοδο του προγράµµατος.
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Εποµένως είναι χρήσιµο, για λόγους αποσυµφόρησης της µνήµης, αλλά κυρίως για την αποφυγή λαθών, να
διαγράφουµε κάποιες  µεταβλητές  τις οποίες  δεν χρειαζόµαστε πλέον. Η  συνάρτηση Clear  είναι ακριβώς  γι
αυτή τη χρήση.

Clear@r, sD

Μετά την εκτέλεση αυτής της εντολής δεν µπορούµε πλέον να χρησιµοποιήσουµε τις συναρτήσεις r και s.

r@2D

r@2D

s@2, 3D

s@2, 3D

Ένας άλλος τρόπος κατασκευής συναρτήσεων είναι µε αναγραφή συγκεκριµένων µεταβλητών, οι οποίες θα
αντικατασταθούν κατά την εκτέλεση της συνάρτησης.

Παράδειγµα 3: Να κατασκευαστεί συνάρτηση, η οποία θα υπολογίζει το τετράγωνο ενός αριθµού x.

Χρειαζόµαστε  µία  µεταβλητή  για  να  ορίσουµε  τη  συνάρτηση,  εφόσον  ο  εκθέτης  παραµένει  σταθερός,  ίσος
µε 2. Η συνάρτηση θα έχει την εξής µορφή:

r@x_D := x^2

Προφανώς το όνοµα της συνάρτησης είναι r και δέχεται ένα όρισµα που συµβολίζεται µε τον χαρακτήρα x.
Με  τον  χαρακτήρα  υπογράµµισης  _ που  ακολουθεί  το  x είναι  το  Mathematica  θεωρεί  το  x σαν  µεταβλητή
την  οποία  θα  αντικαταστήσει  µε  το  όρισµα  της  συνάρτησης.  ∆ηλαδή  αν  ο  χρήστης  εκτελέσει  την  εντολή
r[2],  το  Mathematica  θα  αντικαταστήσει  πρώτα  τη  συάρτηση  r  µε  το  δεξιό  µέρος  της  ισότητας  και  στη
συνέχεια όπου βλέπει x θα το αντικαθιστά µε τον αριθµό 2.

Όπως  και  το  σύµβολο  =  στον  προηγούµενο  τρόπο  κατασκευής  συνάρτησης,  έτσι  και  το  σύµβολο  :=  είναι
ένα  σύµβολο  αντικατάστασης  του  αριστερού  µέρους  της  ισότητας  µε  το  δεξιό.  Επιπλέον  µε το  σύµβολο :=
το Mathematica  διαβάζει τα δεδοµένα που του δίνουµε, χωρίς να εκτελεί πράξεις που πιθανόν να υπάρχουν
στην  παράσταση  που  δίνουµε.  Επειδή  δεν  γίνονται  πράξεις  το  Mathematica  δεν  θα  παρουσιάσει  κανένα
αποτέλεσµα. Έτσι εξηγείται και η έλλειψη του αποτελέσµατος που αντιστοιχεί στην προηγούµενη εντολή.

Στη συνέχεια βλέπουµε τις τιµές που επιστρέφει η συνάρτηση r για συγκεκριµένες τιµές (ορίσµατα):

r@2D

4
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r@xD

x2

r@aD

a2

Παρατηρούµε ότι η εκτέλεση της συνάρτησης r µας δίνει ακριβώς αυτό που ζητάµε.

Ασφαλώς  η  ίδια  συνάρτηση  µπορεί  να  κατασκευαστεί  µε  χρήση  της  προηγούµενου  τρόπου  κατασκευής
συνάρτησης.  Πράγµατι  µπορούµε  να  ορίσουµε  τη  συνάρτηση  rr,  σύµφωνα  µε  τον  προηγούµενο  τρόπο
κατασκευής συνάρτησεις, ως εξής:

rr = H#^2L &

#12 &

Παρατηρούµε  ότι  η  συνάρτηση  rr  επιστρέφει  τις  ίδιες  τιµές  που  επιστρέφει  και  η  συνάρτηση  r  για  ίδιες
συγκεκριµένες τιµές:

rr@2D

4

rr@xD

x2

rr@aD

a2

Είναι  φανερό  ότι  µπορούµε  να  εισάγουµε  δύο  ή  περισσότερες  µεταβλητές  σε  µία  συνάρτηση,  µε  τόν  ίδιο
τρόπο που εισάγουµε µια µεταβλητή.

Παράδειγµα 4: Να κατασκευαστεί συνάρτηση, η οποία θα υπολογίζει τη n-οστή ρίζα ενός αριθµού x.
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Για  να  κατασκευάσουµε  τη  συνάρτηση  αυτή  χρειαζόµαστε  δύο  µεταβλητές  και  η  συνάρτηση  θα  έχει  την
εξής µορφή:

t@x_, n_D := x^H1ênL

Η εκτέλεση της συνάρτησης t µας δίνει ακριβώς αυτό που ζητάµε:

t@25, 2D

5

Ηίδια  συνάρτηση  µπορεί  να  κατασκευαστεί  µε  χρήση  της  προηγούµενου  τρόπου  κατασκευής  συνάρτησης.
Πράγµατι µπορούµε να ορίσουµε τη συνάρτηση tt, ως εξής:

tt = H#1^H1ê#2LL &

#1
1¡¡¡¡¡¡#2 &

Παρατηρούµε  ότι  η  συνάρτηση  tt  επιστρέφει  τις  ίδιες  τιµές  που  επιστρέφει  και  η  συνάρτηση  t  για  ίδιες
συγκεκριµένες τιµές:

tt@25, 2D

5
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Κεφάλαιο 2ο: Λίστες - Πολυώνυµα

2.1 Λίστες

Οι  λίστες  παίζουν  σηµαντικό  ρόλο  στη  χρήση  συναρτήσεων  του  Mathematica.  Συχνά,  οι  απαντήσεις  που
δίνει  το  πρόγραµµα  κατά  την  εκτέλεση  συναρτήσεων  έχουν  τη  µορφή  λίστας.  Ως  προς  τον  συµβολισµό,  η
λίστα  µοίαζει  µε  ένα πεπερασµένο  σύνολο, δηλαδή έχει  τη µορφή {1, 2, 3, a, b, 4,  5}. Όπως βλέπουµε  τα
µέλη της λίστα µπορεί να είναι είτε αριθµοί είτε γράµµατα. Στην πραγµατικότητα µέλη της λίστας µπορεί να
είναι  οποιαδήποτε  αντικείµενα,  ακόµη  και  συναρτήσεις  του  Mathematica  ή  και  άλλες  λίστες.  Για
παράδειγµα,  η  λίστα  {1,  4,  Plus[x,y],  {a,b}}  είναι  αποδεκτή,  και  τα  µέλη  της  είναι  οι  αριθµοί  1  και  4,  η
συνάρτηση Plus[x, y] και η λίστα {a, b}.

81, 4, Plus@x, yD, 8a, b<<

81, 4, x + y, 8a, b<<

Μια λίστα, ανεξάρτητα από τη µορφή µε την οποία εµφανίζεται στο παράθυρο εργασίας, είναι και αυτή µία
συνάρτηση. Αυτό σηµαίνει ότι, ενώ ο χρήστης βλέπει τη λίστα µε τον τρόπο που περιγράψαµε, το Mathemat-
ica  αναγνωρίζει  τη λίστα µε διαφορετική µορφή. Πράγµατι αν χρησιµοποιήσουµε τη συνάρτηση FullForm
έχουµε:

FullForm@%D

List@1, 4, Plus@x, yD, List@a, bDD

Παρατηρούµε ότι η πλήρη µορφή µιας λίστας δεν διαφέρει πολύ από την πλήρη µορφή ενός αθροίσµατος ή
γινοµένου. Η µόνη διαφορά που υπάρχει είναι η διαφορετική επικεφαλίδα, δηλαδή το πρόθεµα List, Plus και
Times  που  έχει  η  λίστα,  το  άθροισµα  και  το  γινόµενο  αντίστοιχα.  Αυτό  σηµαίνει  ότι  αν  µπορέσουµε  να
αλλάξουµε την επικεφαλίδα List σε Plus, τότε αντί της λίστας θα πάρουµε άθροισµα.

Το Mathematica διαθέτει τη συνάρτηση Head µε την οποία βρίσκει την επικεφαλίδα µιας παράστασης:

Head[expr]:     επιστρέφει την επικεφαλίδα της παράστασης expr

Head@%D

List
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Head@x + yD

Plus

Η  συνάρτηση  Head  µας  επιστρέφει  την  επικεφαλίδα,  δηλαδή  το  πρόθεµα  της  παράστασης,  ακόµα  και  για
πολύπλοκες παραστάσεις:

FullForm@Hx + yL^zD

Power@Plus@x, yD, zD

Head@%D

Power

Το Mathematica διαθέτει τη συνάρτηση Apply µε την οποία αντικαθιστά την επικεφαλίδα µιας παράστασης:

Apply[f, expr]:     αντικαθιστά την επικεφαλίδα της παράστασης expr µε την επικεφαλίδα f

Έστω µία λίστα µε αριθµούς:

810, 20, 30<

810, 20, 30<

Η πλήρης µορφή της λίστας είναι:

FullForm@%D

List@10, 20, 30D

Χρησιµοποιώντας  την  συνάρτηση  Apply,  αλλάζουµε  την  επικεφαλίδα  της  λίστας  από  List  σε  Plus  και
Times:

Apply@Plus, %D

60
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Apply@Times, %8D

6000

Παρατηρούµε ότι τα αποτελέσµατα είναι το άθροισµα και το γινόµενο των µελών της λίστας.

To  Mathematica  είναι  εφοδιασµένο  µε  διάφορες  συναρτήσεις,  µε  τις  οποίες  µπορούµε  εύκολα  να
χειριστούµε  τις  λίστες.  Η  συνάρτηση  Part  είναι  χρήσιµη  όταν  θέλουµε  να  αναφερθούµε  σε  κάποιο  µέλος
µιας λίστας. Ο συµβολισµός [[ ]] αποτελεί συντοµογραφία της συνάρτησης Part.

Part[expr, n]: επιστρέφει το n-οστό στη σειρά µέλος της παράστασης expr
expr[[n]]: είναι ισοδύναµη µε την παράσταση Part[expr, n]

Part[expr,  -n]: επιστρέφει  το  n-οστό  στη  σειρά  µέλος  της  παράστασης  expr  µετρώντας  από
το τέλος
expr[[-n]]: είναι ισοδύναµη µε την παράσταση Part[expr, -n]

Part[expr, 0]: επιστρέφει την επικεφαλίδα της παράστασης expr
expr[[0]]: είναι ισοδύναµη µε την παράσταση Part[0]

Part[expr, {i1, i2, ..., ik}]: επιστρέφει µια λίστα της οποίας τα στοιχεία είναι τα i1, i2, ..., ikµέλη της
παράστασης expr

expr[[{i1, i2, ..., ik}]]: είναι ισοδύναµη µε την παράσταση Part[expr, {i1, i2, ..., ik}]

Έστω η λίστα µε όνοµα a:

a = 81, 2, 10, x, y, 84, 5, 6<, 810, 20, 30<<

81, 2, 10, x, y, 84, 5, 6<, 810, 20, 30<<

Παρατηρούµε ότι µέλη της λίστας είναι αριθµοί, γράµµατα αλλά και άλλες λίστες.

Στη συνέχεια βλέπουµε µερικές εφαρµογές της συνάρτησης Part και του ισοδύναµου συµβολισµού [[ ]]:

Part@a, 3D

10

a@@3DD

10
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Παρατηρούµε ότι επιστρέφεται ως αποτέλεσµα το τρίτο µέλος της λίστας που είναι ο αριθµός 3.

Part@a, −2D

84, 5, 6<

a@@−2DD

84, 5, 6<

Παρατηρούµε  ότι  επιστρέφεται  ως  αποτέλεσµα  το  δεύτερο  µέλος  της  λίστας,  µετρώντας  από  το  τέλος,  που
είναι η λίστα {4, 5, 6}.

Part@a, 0D

List

a@@0DD

List

Παρατηρούµε  ότι  επιστρέφεται  ως  αποτέλεσµα  η  επικεφαλίδα  της  παράσταση  a, η  οποία είναι  List αφού  η
παράσταση a είναι µια λίστα.

Μπορούµε  ακόµη,  χρησιµοποιώντας  την  τελευταία  επιλογή  της  συνάρτησης  Part,  να  σχηµατίσουµε  µια
άλλη λίστα επιλέγοντας συγκεκριµένα στοιχεία της λίστας a:

Part@a, 81, 3, 5<D

81, 10, y<

a@@81, 3, 5<DD

81, 10, y<

Παρατηρούµε ότι επιστρέφεται ως αποτέλεσµα µια λίστα µε το πρώτο, τρίτο και πέµπτο µέλος της λίστα a. 

Επίσης µπορούµε να σχηµατίσουµε µια άλλη λίστα επιλέγοντας συγκεκριµένα στοιχεία της λίστας a µε την
εξής εντολή:
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8Part@a, 3D, Part@a, 5D, Part@a, 6D<

810, y, 84, 5, 6<<

8a@@3DD, a@@5DD, a@@6DD<

810, y, 84, 5, 6<<

Παρατηρούµε ότι επιστρέφεται ως αποτέλεσµα µια λίστα µε το τρίτο, πέµπτο και έκτο µέλος της λίστα a. 

Η  λίστα  {4,  5,  6}  θεωρείται  µέλος  της  λίστας  a,  µάλιστα  είναι  το  έκτο  µέλος  της  λίστας  α,  και  για  αυτό
µπορούµε  να  αναφερθούµε  σε  αυτή.  Ο  αριθµός  5,  όµως,  δεν  είναι  µέλος  της  λίστας  a,  εποµένως  δεν
µπορούµε  να  αναφερθούµε  σε  αυτόν  µε  τον  τρόπο  που  περιγράψαµε  πιο  πάνω.  Παρατηροούµε,  ότι  ο
αριθµός  5  είναι  µέλος  µιας  επιµέρους  λίστας,  η  οποία  είναι  το  έκτο  µέλος  της  λίστας  a,  ενώ  ο  αριθµός  5
είναι  το  δεύτερο  µέλος  της  επιµέρους  λίστας.  Έτσι,  χρησιµοποιώντας,  δύο  δείκτες  µπορούµε  να
αναφερθούµε στον αριθµό 5. Με τις επόµενες εντολές ζητάµε από το Mathematica να µας παρουσιάσει από
το έκτο µέλος της λίστας a, το δεύτερο µέλος.

Part@a, 6, 2D

5

a@@6, 2DD

5

2.2 Πίνακες και Λίστες

Όπως  είδαµε  παραπάνω,  µπορούµε  να  σχηµατίσουµε  µια  άλλη  λίστα  επιλέγοντας  συγκεκριµένα  στοιχεία
της λίστας a:

Part@a, 86, 7<D

884, 5, 6<, 810, 20, 30<<
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a@@86, 7<DD

884, 5, 6<, 810, 20, 30<<

Παρατηρούµε  ότι  µπορούµε  να  έχουµε  λίστες,  των  οποίων  τα  µέλη  είναι  αποκλειστικά  λίστες.  Στην
πραγµατικότητα ένας mxn πίνακας ορίζεται σαν µια λίστα, η οποία αποτελείται από m επιµέρους λίστες, τις
γραµµές  του  πίνακα,  καθεµία  από  τις  οποίες  περιέχει  n  στοιχεία.  Το  Mathematica  διαθέτει  την  συνάρτηση
MatrixForm µε την οποία δείχνει τον πίνακα στη συνήθη µορφή του:

MatrixForm[list]:      εµφανίζει τα στοιχεία της λίστας list ως πίνακα µε τη συνήθη µορφή.

MatrixForm@%D

J 4 5 6
10 20 30

N

Ένα  από  τα  µειονεκτήµατα  που  έχουν  οι  λίστες  είναι  ότι  για  να  εισαχθούν  στο  Mathematica  πρέπει  να
αναγραφούν τα στοιχεία τους ένα προς ένα. Για το λόγο αυτό το πρόγραµµα είναι εφοδιασµένο µε κάποιες
συναρτήσεις,  οι  οποίες  βοηθούν  στην  κατασκευή  λιστών  και  κατ'  επέκταση  πινάκων.  Μια  από  αυτές  τις
συναρτήσεις είναι η συνάρτη Range:

Range[imax]: επιστρέφει τη λίστα {1, 2, 3, ..., imax}.

Range[imin,imax]: επιστρέφει τη λίστα {imin, imin+1, imin+2, ..., imaz-1, imax}.

Range[imin,imax,step]: επιστρέφει τη λίστα {imin, imin+step, imin+2*step, ..., § imax}.

Είναι  προφανές  ότι  στις  δύο  πρώτες  περιπτώσεις  η  συνάρτηση  Range  δηµιουγεί  µια  λίστα  µε  διαδοχικούς
ακεραίους,

Range@10D

81, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10<

Range@3, 9D

83, 4, 5, 6, 7, 8, 9<

ενώ  στην  τρίτη  περίπτωση  ελέγχουµε  το  βήµα  αύξησης  step  των  στοιχείων  της  λίστας.  Στην  τελευταία
περίπτωση είναι δυνατόν το άνω όριο imax να µην υπάρχει στην λίστα, διότι δεν το επιτρέπει το βήµα που
καθορίσαµε. Για παράδειγµα, στη λίστα:
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Range@1, 20, 4D

81, 5, 9, 13, 17<

δεν  περιέχεται  το  άνω  όριο,  αφού  το  άθροισµα  17 + 4 ξεπερνά  το  όριο  αυτό.  Εποµένως πρέπει  να  είµαστε
προσεκτικοί, όταν καθορίζουµε το βήµα αύξησης, και θέλουµε οπωσδπήποτε το άνω όριο να περιέχεται στη
λίστα που θα δηµιουργηθεί. 

Η συνάρτηση Range µπορεί να χρησιµοποιηθεί και για την κατασκευή πινάκων:

8Range@4D, Range@7, 10D, Range@10, 20, 3D<

881, 2, 3, 4<, 87, 8, 9, 10<, 810, 13, 16, 19<<

Παρατηρούµε 

MatrixForm@%D

i

k

jjjjjjj
1 2 3 4
7 8 9 10

10 13 16 19

y

{

zzzzzzz

Μια άλλη συνάρτηση σχηµατισµού λιστών και κατ' επέκταση πινάκων είναι η Table:

Table[expr,  {imax}]: σχηµατίζει  µία  λίστα  µε  imax  αντίγραφα  της  παράστασης
expr.

Table[expr, {i, imax}]: σχηµατίζει µία λίστα από τις τιµές της παράστασης expr,
όταν το i παίρνει τιµές από 1 µέχρι imax.

Table[expr, {i, imin, imax}]: σχηµατίζει µία λίστα από τις τιµές της παράστασης expr,
όταν το i παίρνει τιµές από imin  µέχρι imax.

Table[expr, {i, imin, imax, step}]: σχηµατίζει µία λίστα από τις τιµές της παράστασης expr,
όταν  το  i  παίρνει  τιµές  imin,  imin+step,  imin+2*step,  ...,  §

imax.

Table[expr,  {i,  imin, imax}, {j,  jmin,  jmax}]:σχηµατίζει  µία  λίστα  της  οποίας  τα  στοιχεία  είναι  επιµέρους
λίστες. 

Το  πλήθος  των  επιµέρους  λιστών  προσδιορίζεται  από  το
πλήθος 

των τιµών του δείκτη i. Ο δείκτης j καθορίζει το πλήθος των
στοιχείων των επιµέρους λιστών.
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Ανεξάρτητα από την πολυπλοκότητα της σύνταξης της συνάρτησης Table, η χρήση της είναι απλή:

Table@xyz, 85<D

8xyz, xyz, xyz, xyz, xyz<

Table@2^i, 8i, 8<D

82, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256<

Table@10 − i, 8i, 0, 10<D

810, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0<

Table@x^i, 8i, 2, 10, 2<D

8x2, x4, x6, x8, x10<

Η  συνάρτηση  Table  είναι  ιδανική  για  την  κατασκευή  πινάκων.  Η  παρακάτω  εντολή  σχηµατίζει  έναν  3x4
πίνακα:

Table@i^j, 8i, 3<, 8j, 4<D

881, 1, 1, 1<, 82, 4, 8, 16<, 83, 9, 27, 81<<

Ας δούµε µε ποιο  τρόπο  εκτελείται  η  παραπάνω εντολή. Η  συνάρτηση Table αρχίζει  µε τον  πρώτο δείκτη,
δηλαδή  τον  δείκτη  i,  στον  οποίο  δίνει  την  πρώτη  τιµή,  δηλαδή  i  = 1.  Αµέσως  µετά  πηγαίνει  στον  δεύτερο
δείκτη, δηλαδή τον j, στον οποίο δίνει µε τη σειρά όλες τις δυνατές τιµές που αντιστοιχούν στο δείκτη αυτό,
δηλαδή j = 1, j = 2, j = 3 και j = 4. Αυτό σηµαίνει ότι τα ζεύγη (i, j) που θα πάρουµε είναι (1, 1), (1, 2), (1,
3) και  (1,  4).  Τα  ζεύγη  αυτά  τα  αντικαθιστά  στην  παράσταση  i  ^ j  µε  αποτέλεσµα  τις  τιµές  11 = 1, 12 = 1,
13 = 1και  14 = 1 οι  οποίες  αποτελούν  τα  στοιχεία  της  πρώτης  επιµέρους  λίστας.  Στη  συνέχεια,  ο  δείκτης  i
θαπάρει  την  επόµενη  τιµή,  δηλαδή  i  =  2,  ενώ  ο  δείκτης  j  θα  ξαναπάρει  όλες  τις  δυνατές  τιµές.  Έτσι,
σχηµατίζονται τα ζεύγη (2, 1), (2, 2), (2, 3) και (2, 4). Τα ζεύγη αυτά αντιστοιχούν στις τιµές  21 = 2, 22 = 4,
23 = 8και  24 = 16  οι  οποίες  αποτελούν  τα  στοιχεία  της  δεύτερης  επιµέρους  λίστας.  Η  διαδικασία  αυτή
συνεχίζεται µέχρι να εξαντληθούν όλες οι δυνατές τιµές του πρώτου δείκτη i.

Η συνάρτηση MatrixForm µπορεί να µας δώσει, τώρα, τον πίνακα στη συνήθη του µορφή:
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MatrixForm@%D

i

k

jjjjjjj
1 1 1 1
2 4 8 16
3 9 27 81

y

{

zzzzzzz

Στο  επόµενο  παράδειγµα  φαίνεται  καθαρά  ο  τρόπος  µε  τον  οποίο  χειρίζεται  τους  δείκτες  η  συνάρτηση
Table:

Table@a@i, jD, 8i, 3<, 8j, 4<D êê MatrixForm

i

k

jjjjjjj
a@1, 1D a@1, 2D a@1, 3D a@1, 4D
a@2, 1D a@2, 2D a@2, 3D a@2, 4D
a@3, 1D a@3, 2D a@3, 3D a@3, 4D

y

{

zzzzzzz

Η  οδηγία  "// MatrixForm" στο  τέλος  της  προηγούµενης  εντολής  ζητά  από  το  µαθηµάτικα  να  εφαρµόσει  τη
συνάρτηση  MatrixForm  στο  αποτέλεσµα  που  βρεθεί.  Γενικότερα,  η  εντολή  "x  //  f"  θα  εφαρµόσει  τη
συνάρτηση f στο x:

x êê f

f@xD

Είναι προφανές ότι ορισµένες µορφές της συνάρτησης Table είναι ισοδύναµες µε τη συνάρτηση Range.

∆ηµιουργία λίστας µε τη συνάρτηση Table[expr, {i, imax} ]:

Table@i, 8i, 10<D

81, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10<

∆ηµιουργία λίστας µε τη συνάρτηση Range[imax ]:

Range@10D

81, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10<

Έλεγχος αν οι δύο προηγούµενες εντολές είναι ισοδύναµες:
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Table@i, 8i, 10<D « Range@10D

True

Ο συµβολισµός == είναι συντοµογραφία  της συνάρτησης Equal, και ταυτόχρονα αποτελεί  το  σύµβολο της
µαθηµατικής  ισότητας.  Η  παραπάνω  εντολή  είναι  ουσιαστικά  µία  ερώτηση  προς  το  Mathematica,  αν  το
αριστερό  µέλος  είναι  ίσο  µε  το  δεξιό  µέλος  της  ισότητας.   Όπως  βλέπουµε  η  απάντηση  είναι  καταφατική
(True).

Ο  µαθηµατικός  συµβολισµός  ∫,  ο  οποίος  είναι  συντοµογραφία  της  συνάρτησης  Unequal,  εισάγεται  στο
Mathematica  µε  τον  συνδυασµό  !=.  Όπως  και  στην  περίπτωση  της  ισότητας,  η  εντολή  x  !=  y  είναι  µια
ερώτηση προς το Mathematica αν ισχύει η µαθηµατική σχέση x ∫ y.

Table@i, 8i, 10<D != Range@10D

False

Όταν συγκρίνουµε λίστες πρέπει να είµαστε προσεκτικοί, διότι το Mathematica δεν αντιµετωπίζει τις λίστες
ως σύνολα. Για παράδειγµα, ίσως εµείς να θεωρούµε ότι οι παρακάτω λίστες, οι οποίες κατασκευάζονται µε
τη χρήση των συναρτήσεων Table και Range, ταυτίζονται

Table@10 − i, 8i, 0, 5<D

810, 9, 8, 7, 6, 5<

Range@5, 10D

85, 6, 7, 8, 9, 10<

όµως το Mathematica βλέπει τα πράγµατα διαφορετικά.

Table@10 − i, 8i, 0, 5<D ≠ Range@5, 10D

True

Το  παραπάνω  παράδειγµα  δείχνει  ότι  το  Mathematica  αντιµετωπίζει  τις  λίστες  σαν  διατεταγµένα  σύνολα,
οπότε η διάταξη των στοιχείων µιας λίστας παίζει σηµαντικό ρόλο.

Οι  συναρτήσεις  Range  και  Table  είναι  χρήσιµες  όταν  θέλουµε  να  κατασκευάσουµε  λίστες  και  κατ'
επέκταση  πίνακες,  των  οποίων  τα  στοιχεία  ικανοποιούν  κάποιους  κανόνες.  Όταν,  όµως,  θέλουµε  λίστες  µε
συγκεκριµένα  στοιχεία,  τα  οποία  δεν  ακολουθούν  κάποιο  κανόνα,  τότε  ασφαλώς  πρέπει  να  εισάγουµε  τα
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στοιχεία ένα προς ένα.

Μερικές  φορές,  όµως,  χρειαζόµαστε  µια  λίστα  µε  τυχαία  στοιχεία.  ∆ηλαδή,  µία  λίστα  της  οποίας  τα  µέλη
δεν  είναι  κάποια  συγκεκριµένα  στοιχεία  αλλά  ούτε  ικανοποιούν  κάποια  σχέση.  Ο  ευκολότερος  τρόπος  για
να πάρουµε µια τέτοια λίστα είναι να χρησιµοποιήσουµε τη συνάρτηση Random:

Random[ ]:    επιστρέφει ένα τυχαίο πραγµατικό αριθµό µεταξύ 0 και 1.

Random[type]:    επιστρέφει ένα τυχαίο αριθµό τύπου type µεταξύ 0 και 1. Ο τύπος (type) 
   του αριθµού µπορεί να είναι: Integer, Real, Complex.

Random[type, range]:   επιστρέφει ένα τυχαίο αριθµό του συγκεκριµένου τύπου type ο οποίος βρίσκεται στο
   πεδίο range. Ο τύπος (type) του αριθµού µπορεί να είναι: Integer, Real, Complex. 
   Το πεδίο (range) µπορεί να είναι της µορφής {imin, imax} ή απλά imax που 
   είναι ισοδύναµο µε το πεδίο {0, imax}.

Η συνάρτηση Random είναι ένα παράδειγµα, το οποίο δείχνει ότι µια συνάρτηση µπορεί να έχει από µηδέν
έως περισσότερα ορίσµατα. Επίσης, παρατηρούµε ότι και στην περίπτωση που δεν υπάρχει κανένα όρισµα,
οι αγκύλες [ ] συνοδεύουν το όνοµα της συνάρτησης.

Η  εντολή  που  ακολουθεί  είναι  µία  λίστα  τεσσάρων  εντολών.  Η  πρώτη  θα  δώσει  ένα  τυχαίο  πραγµατικό
αριθµό µεταξύ 0 και 1, η δεύτερη ένα τυχαίο ακέραιο µεταξύ 0 και 1, η τρίτη ένα τυχαίο πραγµατικό µεταξύ
0 και 5 και η τελευταία ένα τυχαίο ακέραιο µεταξύ 12 και 34.

8Random@D, Random@IntegerD,
Random@Real, 5D, Random@Integer, 812, 34<D<

80.269114, 0, 3.44615, 27<

Επειδή η συνάρτηση Random  επιστρέφει ένα τυχαίο αριθµό, είναι προφανές ότι κάθε φορά που εκτελούµε
την προηγούµενη εντολή, θα παίρνουµε µια διαφορετική λίστα τεσσάρων αριθµών.

Αν η συνάρτηση Random  συνδυαστεί µε τη συνάρτηση Table, µπορεί να µας δώσει ένα τυχαίο πίνακα µε
το  µέγεθος  που  θέλουµε.  Ας  υποθέσουµε,  για  παράδειγµα,  ότι  θέλουµε  ένα  πίνακα  3x3  µε  στοιχεία
ακεραίους µεταξύ 5 και 15:

b = Table@Random@Integer, 85, 15<D, 8i, 1, 3<, 8j, 1, 3<D

889, 13, 9<, 813, 9, 5<, 88, 11, 7<<
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MatrixForm@%D

i

k

jjjjjjj
7 8 5

15 8 6
5 7 5

y

{

zzzzzzz

Όπως  αναφέραµε  και  προηγουµένως,  η  συνάρτηση  Random  επιστρέφει  ένα  διαφορετικό  τυχαίο  αριθµό
κάθε φορά  που  εκτελείται.  Αυτό  σηµαίνει  ότι  αν  εκτελέσουµε  την  ίδια εντολή  που καθόρισε  τον πίνακα  b,
τότε ο πίνακας αυτός θα αλλάξει:

c = Table@Random@Integer, 85, 15<D, 8i, 1, 3<, 8j, 1, 3<D

8813, 13, 10<, 88, 10, 15<, 87, 13, 8<<

MatrixForm@%D

i

k

jjjjjjj
13 13 10
8 10 15
7 13 8

y

{

zzzzzzz

Έτσι,  έχουµε  ουσιαστικά  µια  µηχανή  κατασκευής  τυχαίων  πινάκων,  οι  οποίοι  βέβαια  έχουν  κάποια  κοινά
χαρακτηριστικά. Τα στοιχεία τους είναι ακέραιοι αριθµοί, και µάλιστα µεταξύ 5 και 15.

Τώρα, πλέον το Mathematica γνωρίζει δύο 3x3 πίνακες, και συγκεκριµένα τους πίνακες b και c. 

Το  Mathematica  διαθέτει  αρκετές  συναρτήσεις  µε  τις  οποίες  διαχειρίζεται  τους  πίνακες.  Μερικές  από  τις
οποίες είναι:

Dot[A, B] ή A.B: επιστρέφει το γινόµενο των πινάκων Α και Β.

Det[A]: επιστρέφει την ορίζουσα ενός τετραγωνικού πίνακα Α.

Inverse[A]: επιστρέφει τον αντίστροφο πίνακα ενός αντιστρέψιµου πίνακα Α.

Transpose[A]: επιστρέφει τον ανάστροφο του πίνακα Α.

Xρησιµοποιώντας  τις  συναρτήσεις  αυτές,  µπορεί  κάποιος  εύκολα  να  διαχειριστεί  του  πίνακες  b  και  c.
Συγκεκριµένα µπορούµε να τους πολλαπλασιάσουµε:

b.c

88190, 236, 230<, 8301, 353, 318<, 8156, 200, 195<<
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MatrixForm@%D

i

k

jjjjjjj
190 236 230
301 353 318
156 200 195

y

{

zzzzzzz

Ο  πολλαπλασιασµός  έγινε  µε  την  τοποθέτηση  µιας  τελείας  µεταξύ  των  πινάκων.  Η  τελεία  αυτή  είναι
ουσιαστικά συντοµογραφία της συνάρτησης Dot, γεγονός που εύκολα µπορεί να επαληθευθεί:

Alias@"."D

Dot

Dot@b, cD

88190, 236, 230<, 8301, 353, 318<, 8156, 200, 195<<

MatrixForm@%D

i

k

jjjjjjj
190 236 230
301 353 318
156 200 195

y

{

zzzzzzz

Να βρούµε την ορίζουσα τους:

Det@bD

−49

Det@cD

−622

Να βρούµε τον αντίστροφό τους, εφόσον διαπιστώσουµε ότι υπάρχει:

Inverse@bD

99 2
¡¡¡¡¡¡¡
49

, 5
¡¡¡¡¡¡¡
49

, −
8
¡¡¡¡¡¡¡
49

=, 9 45
¡¡¡¡¡¡¡
49

, −
10
¡¡¡¡¡¡¡
49

, −
33
¡¡¡¡¡¡¡
49

=, 9− 65
¡¡¡¡¡¡¡
49

, 9
¡¡¡¡¡¡¡
49

, 64
¡¡¡¡¡¡¡
49

==
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MatrixForm@%D

i

k

jjjjjjjjjj

2¡¡¡¡¡¡49
5¡¡¡¡¡¡49 − 8¡¡¡¡¡¡49

45¡¡¡¡¡¡49 − 10¡¡¡¡¡¡49 − 33¡¡¡¡¡¡49

− 65¡¡¡¡¡¡49
9¡¡¡¡¡¡49

64¡¡¡¡¡¡49

y

{

zzzzzzzzzz

b.%

881, 0, 0<, 80, 1, 0<, 80, 0, 1<<

MatrixForm@%D

i

k

jjjjjjj
1 0 0
0 1 0
0 0 1

y

{

zzzzzzz

Inverse@cD

99 115
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
622

, −
13
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
311

, −
95
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
622

=, 9− 41
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
622

, −
17
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
311

,
115
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
622

=, 9− 17
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
311

,
39
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
311

, −
13
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
311

==

MatrixForm@%D

i

k

jjjjjjjjjj

115¡¡¡¡¡¡¡¡622 − 13¡¡¡¡¡¡¡¡311 − 95¡¡¡¡¡¡¡¡622

− 41¡¡¡¡¡¡¡¡622 − 17¡¡¡¡¡¡¡¡311
115¡¡¡¡¡¡¡¡622

− 17¡¡¡¡¡¡¡¡311
39¡¡¡¡¡¡¡¡311 − 13¡¡¡¡¡¡¡¡311

y

{

zzzzzzzzzz

c.%

881, 0, 0<, 80, 1, 0<, 80, 0, 1<<

MatrixForm@%D

i

k

jjjjjjj
1 0 0
0 1 0
0 0 1

y

{

zzzzzzz
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Τέλος µπορούµε  να βρούµε τον ανάστροφό τους:

Transpose@bD

887, 15, 5<, 88, 8, 7<, 85, 6, 5<<

MatrixForm@%D

i

k

jjjjjjj
7 15 5
8 8 7
5 6 5

y

{

zzzzzzz

Transpose@cD

8813, 8, 7<, 813, 10, 13<, 810, 15, 8<<

MatrixForm@%D

i

k

jjjjjjj
13 8 7
13 10 13
10 15 8

y

{

zzzzzzz

Επίσης,  µπορούµε  στη  διαχείριση  των  πινάκων  να  χρησιµοποιήσουµε  και  ήδη  γνωστές  συναρτήσεις  του
Mathematica, όπως τη συνάρτηση Plus ή την αντίστοιχη συντοµογραφία της "+":

Plus@b, cD

8820, 21, 15<, 823, 18, 21<, 812, 20, 13<<

MatrixForm@%D

i

k

jjjjjjj
20 21 15
23 18 21
12 20 13

y

{

zzzzzzz

b + c

8820, 21, 15<, 823, 18, 21<, 812, 20, 13<<
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MatrixForm@%D

i

k

jjjjjjj
20 21 15
23 18 21
12 20 13

y

{

zzzzzzz

Παρατήρηση:  Το  Mathematica  δεν  κάνει  διάκριση  µεταξύ  διανυσµάτων  γραµµών  και  διανυσµάτων
στηλών.  Η συνάρτηση Dot είναι κατασκευασµένη έτσι ώστε να δίνει κάθε δυνατό αποτέλεσµα.

Πράγµατι, έστω:

p = 81, 2, 3<

81, 2, 3<

Η  λίστα  p  που  ορίστηκε  µπορεί  να  θεωρηθεί  και  ως  πίνακας  αφού  το  Mathematica  δεν  κάνει  διάκριση
ανάµεσα στις λίστες και στους πίνακες. Επίσης, µπορεί να θεωρηθεί και ως διάνυσµα µε συντεταγµένες 1, 2
και 3. Όµως, ο πίνακας p ή το διάνυσµα p µπορεί να θεωρηθεί είτε σαν πίνακας (διάνυσµα) γραµµή είτε σαν
πίνακας  (διάνυσµα)  στήλη.  Αν  o  p  θεωρηθεί  σαν  πίνακας  (διάνυσµα)  γραµµή,  τότε  το  γινόµενο  b·p  δεν
ορίζεται,  ενώ  αν  θεωρηθεί  σαν  πίνακας  (διάνυσµα)  στήλη,  τότε  το  γινόµενο  p·b  δεν  µπορεί  να  οριστεί.
Εποµένως, σε κάθε περίπτωση ένα από τα γινόµενα b·p ή p·b δεν µπορεί ναοριστεί. Το Mathematica, όµως,
θα δώσει απάντηση και στις δύο περιπτώσεις.

8p.b, b.p<

8859, 64, 40<, 862, 46, 51<<

Αυτό  οφείλεται  στο  γεγονός  ότι  το  Mathematica  δεν  κάνει  διάκριση  µεταξύ  διανυσµάτων  γραµµών  και
διανυσµάτων  στηλών.   Η  συνάρτηση  Dot  είναι  κατασκευασµένη  έτσι  ώστε  να  δίνει  κάθε  δυνατό
αποτέλεσµα. Όταν, λοιπόν, πολλαπλασιάζουµε δύο διανύσµατα {a, b, c} και {x, y, z} χρησιµοποιώντας την
συνάρτηση  Dot,  το  Mathematica  αντιµετωπίζει  το  πρώτο  σαν  διάνυσµα  γραµµή  και  το  δεύτερο  σαν
διάνυσµα στήλη. Έτσι, ουσιαστικά επιστρέφει το εσωτερικό γινόµενο των δύο διανυσµάτων:

82, 4, 6<.8x, y, z<

2 x + 4 y + 6 z

Στο  γινόµενο  p·b που  είδαµε  παραπάνω,  η  συνάρτηση  Dot  αντιµετώπισε  το  διάνυσµα  p  ως  γραµµή,  οπότε
το  αποτέλεσµα  ήταν  ένας  1x3  πίνακας,  ενώ  στο  γινόµενο   b·p  το  διάνυσµα  p  αντιµετωπίστηκε  ως  στήλη,
οπότε  το  αποτέλεσµα  ήταν  ένας  πίνακας  3x1.  Έτσι  και  στις  δύο  περιπτώσεις  το  Mathematica  θα  επιστέψει
µια λίστα µε τρία µέλη.

Η  αντιµετώπιση   αυτή  είναι  ικανοποιητική  στις  περισσότερες  περιπτώσεις.  Υπάρχουν,  όµως,  περιπτώσεις
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που  µπορούµε  να  οδηγηθούµε  σε  λάθος.  Για  παράδειγµα,  ας  υποθέσουµε  ότι  θέλουµε  να
πολλαπλασιάσουµε  ένα  3x1  πίνακα  X={x1,x2,x3}  µε  ένα  1x3  πίνακα  Y={y1,y2,y3}.  Ασφαλώς  το
αποτέλεσµα θα πρέπει να είναι ένας  3x3 πίνακας. 

X = 8x1, x2, x3<

8x1, x2, x3<

Y = 8y1, y2, y3<

8y1, y2, y3<

To Mathematica  όµως, όπως είδαµε παραπάνω, θα αντιµετωπίσει το X σαν διάνυσµα γραµµή και το Y σαν
διάνυσµα  στήλη,  οπότε  το  αποτέλεσµα  δεν  θα  είναι  ένας  πίνακας  3x3  αλλά  το  εσωτερικό  γινόµενο  το
διανυσµάτων X και Y:

X.Y

x1 y1 + x2 y2 + x3 y3

Μπορούµε,  όµως,  να  αναγκάσουµε  το  πρόγραµµα  να  αντιµετωπίσει  τους  πίνακες  Χ  και  Υ  όπως  έµεις
θέλουµε, δίνοντας τους πίνακες Χ και Υ µε µορφή πολλαπλής λίστας και όχι απλής. Συγκεκριµένα:

∆ίνουµε τον πίνακα Χ µε µορφή πολλαπλής λίστας ως εξής:

X = 88x1<, 8x2<, 8x3<<

88x1<, 8x2<, 8x3<<

Παρατηρούµε, ότι έχουµε τρεις επιµέρους λίστες οι οποίες αντιστοιχούν στις τρεις γραµµές ενός πίνακα. Ο
πίνακας  αυτός  θα  έχει  ως  πρώτη  γραµµή  την  πρώτη  επιµέρους  λίστα,  δηλαδή  το  στοιχείο  x1,  ως   δεύτερη
γραµµή τη δεύτερη επιµέρους λίστα, δηλαδή το στοιχείο x2 και ως τρίτη γραµµή την τρίτη επιµέρους λίστα,
δηλαδή το στοιχείο x3. ∆ηλαδή θα έχουµε έναν πίνακα 3x1, ακριβώς όπως θέλαµε.

Πράγµατι, ο πίνακας X στην συνήθη του µορφή είναι ένας 3x1 πίνακας:

MatrixForm@%D

i

k

jjjjjjj
x1
x2
x3

y

{

zzzzzzz
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∆ίνουµε τον πίνακα Χ µε µορφή πολλαπλής λίστας ως εξής:

Y = 88y1, y2, y3<<

88y1, y2, y3<<

Παρατηρούµε,  ότι  έχουµε  µία  επιµέρους  λίστα  η  οποία  αντιστοιχεί  σε  µια  γραµµή  ενός  πίνακα.  Ο  πίνακας
αυτός  θα  έχει  ως  πρώτη  και  µοναδική  γραµµή  την  επιµέρους  λίστα,  δηλαδή  τα  στοιχεία  8x1, x2, x3<.
Εποµένως θα έχουµε έναν πίνακα 1x3, ακριβώς όπως θέλαµε.

Πράγµατι, ο πίνακας Υ στην συνήθη του µορφή είναι ένας 1x3 πίνακας:

MatrixForm@%D

H y1 y2 y3 L

Στην  περίπτωση  που  δώσουµε  τους  πίνακες  X  και  Y  µε  την  παραπάνω  µορφή  τους,  το  Mathemtica
επιστρέφει ως αποτέλεσµα του γινοµένου των πινάκων X και Υ έναν 3x3 πίνακα:

X.Y

88x1 y1, x1 y2, x1 y3<, 8x2 y1, x2 y2, x2 y3<, 8x3 y1, x3 y2, x3 y3<<

MatrixForm@%D

i

k

jjjjjjj
x1 y1 x1 y2 x1 y3
x2 y1 x2 y2 x2 y3
x3 y1 x3 y2 x3 y3

y

{

zzzzzzz

2.3 Συναρτήσεις για τη ∆ιαχείριση  Λιστών

Επειδή οι λίστες παίζουν σηµαντικό ρόλο στο Mathematica, το πρόγραµµα διαθέτει αρκετές συναρτήσεις µε
τις οποίες κανείς µπορεί να διαχειριστεί τις λίστες. 

Έστω η λίστα µε όνοµα a:

a = 81, 2, 3, 83, 4<, 85, 6, 7<, 8, 9, 10<

81, 2, 3, 83, 4<, 85, 6, 7<, 8, 9, 10<
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Στη  συνέχεια  δίνονται  κάποιες  συναρτήσεις  µε  τις  οποίες  µπορούµε  να  πάρουµε  έναν  ή  περισσότερους
όρους ή ακόµη και συγκεκριµένα µέρης της λίστας a:

First[expr]: επιστρέφει το πρώτο στοιχείο της παράστασης expr.

First@aD

1

Last[expr]:  επιστρέφει το τελευταίο στοιχείο της παράστασης expr.

Last@aD

10

Extract[expr,  list]:  επιστρέφει  τα  στοιχεία  της  expr, τα οποία  βρίσκονται  στις θέσεις που καθορίζονται
στη list.

Extract@a, 4D

83, 4<

Extract@a, 84, 1<D

3

Extract@a, 884, 2<, 85, 2<<D

84, 6<

Take[list, n]: επιστρέφει µία λίστα µε τα πρώτα n στοιχεία της λίστας list.

Take@a, 5D

81, 2, 3, 83, 4<, 85, 6, 7<<
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Take[list, -n]:     επιστρέφει µία λίστα µε τα τελευταία n στοιχεία της λίστας list.

Take@a, −5D

883, 4<, 85, 6, 7<, 8, 9, 10<

Take[list,  {m, n}]:  επιστρέφει  µία  λίστα  µε  τα  στοιχεία  της  λίστας  list,  που  βρίσκονται  από  τη  θέση  m
έως 

τη θέση n.

Take@a, 84, 5<D

883, 4<, 85, 6, 7<<

Drop[list, n]:      διαγράφει τα πρώτα n στοιχεία της λίστας list.

b = Drop@a, 3D

883, 4<, 85, 6, 7<, 8, 9, 10<

Drop[list, -n]:     διαγράφει τα τελευταία n στοιχεία της λίστας list.

Drop@b, −2D

883, 4<, 85, 6, 7<, 8<

Drop[list, {m, n}]:  διαγράφει τα στοιχεία της λίστας list, που βρίσκονται από τη θέση m έως τη θέση n.

Drop@a, 84, 5<D

81, 2, 3, 8, 9, 10<

Drop[list, {n}]:     διαγράφει το στοιχείο της λίστας list που βρίσκεται στη θέση n.
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Drop@a, 88<D

81, 2, 3, 83, 4<, 85, 6, 7<, 8, 9<

Rest[expr]:  επιστρέφει τη παράσταση expr, διαγράφοντας το πρώτο στοιχείο.

Rest@aD

82, 3, 83, 4<, 85, 6, 7<, 8, 9, 10<

Rest@bD

885, 6, 7<, 8, 9, 10<

2.4 Λίστες και Κατασκευή Συναρτήσεων.

Όπως είπαµε και στην αρχή του κεφαλαίου οι λίστες παίζουν σηµαντικό ρόλο στη χρήση συναρτήσεων του
Mathematica,  αφού  συχνά,  οι  απαντήσεις  που  δίνει  το  πρόγραµµα  κατά  την  εκτέλεση  συναρτήσεων  έχουν
τη  µορφή  λίστας.  Εποµένως  οι  λίστες  παίζουν  σηµαντικό  ρόλο  και  στη  κατασκευή  συνάρτησης  µε
συνδυασµό υπαρχώντων συναρτήσεων του Mathematica.

Για  παράδειγµα,  η  παρακάτω  συνάρτηση  primeDivisors,  η  οποία  βρίσκει  τους  πρώτους  διαιρέτες  ενός
ακεραίου,  κατασκευάστηκε  µε  συνδυασµό  των  συναρτήσεων  FactorInteger,  Transpose  και  First  του
Mathematica, δηλαδή συναρτήσεων που δίνουν αποτέλεσµα µε µορφή λίστας ή διαχειρίζονται λίστες.

primeDivisors@x_IntegerD := First@Transpose@FactorInteger@xDDD

Παρατηρούµε ότι το όνοµα της συνάρτησης είναι primeDivisors και ότι ακολουθείται η περιγραφική λογική
του Mathematica  µε τη διαφορά ότι το πρώτο γράµµα της πρώτης λέξης δεν είναι κεφαλαίο. Με τον τρόπο
αυτό  διακρίνονται  εύκολα  οι  συναρτήσεις  που  κατασκευάζει  ο  χρήστης,  από  αυτές  που  είναι
ενσωµατωµένες στο Mathematica.

Είδαµε  στο  προηγούµενο  κεφάλαιο,  ότι  ο  συµβολισµός  x_ σηµαίνει  ότι  το  x πρέπει  να αντιµετωπιστεί  σαν
µεταβλητή, η οποία θα αντικατασταθεί, κατά την εκτέλεση της συνάρτησης, από το όρισµα που θα δώσει ο
χρήστης. Ο συµβολισµός x_Integer σηµαίνει το ίδιο µε την επιπλέον συνθήκη ότι το όρισµα, που θα δώσει ο
χρήστης, πρέπει να έχει επικεφαλίδα Integer. ∆ηλαδή, γίνεται έλεγχος στο όρισµα που δίνει ο χρήστης, και η
συνάρτηση εκτελείται µόνο αν το όρισµα είναι ακέραιος.

Για  παράδειγµα,  αν  το  όρισµα  της  συνάρτησης  είναι  ο  ακέραιος  808500,  η  συνάρτηση  εκτελείται  και  µας
δίνει ως αποτέλεσµα (µε µορφή λίστας) τους πρώτους διαιρέτες του ακεραίου 808500,
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primeDivisors@808500D

82, 3, 5, 7, 11<

ενώ αν το όρισµα της συνάρτησης είναι ο πραγµατικός αριθµός 808500.0, η συνάρτηση δεν εκτελείται

primeDivisors@808500.0D

primeDivisors@808500.D

αφού ο αριθµός 808500.0 έχει επικεφαλίδα Real.

Head@808500.0D

Real

Ας δούµε, τώρα, πως δουλεύει η συνάρτηση primeDivisors που κατασκευάσαµε:

Είναι  γνωστό,  από  το  πρώτο  κεφάλαιο,  ότι  η  συνάρτηση  FactorInteger  επιστρέφει  µια  λίστα  λιστών  της
µορφής:

{{p1, n1},{p2, n2},...,{pm, nm}}
όπου pi, i=1, ..., m, είναι οι πρώτοι παράγοντες του ακεραίου (που δίνεται ως όρισµα) και  ni  οι αντίστοιχοι
εκθέτες:

FactorInteger@808500D

882, 2<, 83, 1<, 85, 3<, 87, 2<, 811, 1<<

Επειδή  η  κάθε  επιµέρους  λίστα  περιέχει  δύο  στοιχεία,  η  απάντηση  που  δίνει  η  συνάρτηση  FactorInteger
είναι ένας  πίνακας  µε δύο  στήλες. Η πρώτη στήλη περιέχει  τους  πρώτους παράγοντες και η δεύτερη στήλη
τους αντίστοιχους εκθέτες. Εποµένως αν πάρουµε τον ανάστροφο πίνακά του, µε τη χρήση της συνάρτησης
Transpose,  θα  βρούµε  έναν  πίνακα  µε  δύο  γραµµές.  Η  πρώτη  γραµµή  θα  αποτελείται  από  τους  πρώτους
παράγοντες του ακεραίου και η δεύτερη γραµµή από τους αντίστοιχους εκθέτες:

Transpose@%D

882, 3, 5, 7, 11<, 82, 1, 3, 2, 1<<

Παρατηρούµε  ότι  ο  πίνακας  δίνεται  µε  τη  µορφή  λίστας  που  περιέχει  δύο  επιµέρους  λίστες.  Η  πρώτη
επιµέρους  λίστα  αντιστοιχεί  στη  πρώτη  γραµµή  του  πίνακα  και  η  δεύτερη  επιµέρους  λίστα  στη  δεύτερη
γραµµή  του  πίνακα.  Εποµένως  αν  στη  λίστα  που  προέκυψε  εφαρµόσουµε  την  συνάρτηση  First  θα  έχουµε
αποτέλεσµα µία λίστα µε τους πρώτους διαιρέτες του ακεραίου που έχουµε δώσει ως όρισµα:
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First@%D

82, 3, 5, 7, 11<

Η συνάρτηση primeDivisors κατασκευάστηκε για να δίνει τους πρώτους διαιρέτες ενός ακεραίου. ∆εν είναι
όµως  ο  µοναδικός  τρόπος  µε  τον  οποίο  µπορούµε  να  πάρουµε  το  αποτέλεσµα  αυτό.  Ας  δούµε  και  µία
δεύτερη εκδοχή της ίδιας συνάρτησης.

Το Mathematica διαθέτει τη συνάρτηση Divisors η οποία µας επιστρέφει όλους τους θετικού διαιρέτες ενός
ακεραίου:

Divisors[n]:     επιστρέφει µια λίστα µε όλους τους θετικούς ακεραιούς οι οποίοι διαιρούν τον ακέραιο n.

Divisors@808500D

81, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14, 15, 20, 21, 22, 25, 28, 30,
33, 35, 42, 44, 49, 50, 55, 60, 66, 70, 75, 77, 84, 98, 100,
105, 110, 125, 132, 140, 147, 150, 154, 165, 175, 196, 210,
220, 231, 245, 250, 275, 294, 300, 308, 330, 350, 375, 385,
420, 462, 490, 500, 525, 539, 550, 588, 660, 700, 735, 750,
770, 825, 875, 924, 980, 1050, 1078, 1100, 1155, 1225, 1375,
1470, 1500, 1540, 1617, 1650, 1750, 1925, 2100, 2156, 2310,
2450, 2625, 2695, 2750, 2940, 3234, 3300, 3500, 3675, 3850,
4125, 4620, 4900, 5250, 5390, 5500, 5775, 6125, 6468, 7350,
7700, 8085, 8250, 9625, 10500, 10780, 11550, 12250, 13475,
14700, 16170, 16500, 18375, 19250, 23100, 24500, 26950, 28875,
32340, 36750, 38500, 40425, 53900, 57750, 67375, 73500, 80850,
115500, 134750, 161700, 202125, 269500, 404250, 808500<

Ασφαλώς  ανάµεσα  σε  αυτούς  υπάρχουν  και  οι  πρώτοι  διαιρέτες  του  ακεραίου.  Εποµένως,  αν  µπορούσαµε
να  καθοδηγήσουµε  το  πρόγραµµα  να  επιλέξει  από  την  προηγούµενη  λίστα  των  διαιρετών  του  ακεραίου
µόνο  τους  πρώτους  αριθµούς,  θα  είχαµε  το  ίδιο  αποτέλεσµα  µε  τη  συνάρτηση  primeDivisors  που  έχουµε
κατασκευάσει.

Το Mathematica διαθέτει τις συναρτήσεις Select και PrimeQ:

Select[list, crit]:     επιλέγει εκείνα τα στοιχεία της λίστας list, για τα οποία η συνθήκη crit είναι αληθής.
PrimeQ[expr]:       επιστρέφει True αν η expr είναι πρώτος αριθµός και False σε κάθε άλλη περίπτωση. 

Ο  συνδυασµός  των  συναρτήσεων  Select  και  PrimeQ  µπορεί  να  βοήθησει  προς  την  κατεύθυνση  αυτή.
Συγκεκριµένα, η συνάρτηση PrimeQ µπορεί να αποτελέσει τη συνθήκη µε το οποίο η συνάρτηση Select θα
επιλέξει τα στοιχεία από µια λίστα:
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Select@%, PrimeQD

82, 3, 5, 7, 11<

Εποµένως, η συνάρτηση primeDivisors µπορεί να κατασκευαστεί και µε τον παρακάτω τρόπο:

primeDiv@x_IntegerD := Select@Divisors@xD, PrimeQD

primeDiv@808500D

82, 3, 5, 7, 11<

Όπως βλέπουµε  οι συναρτήσεις primeDiv και primeDivisors έχουν ακριβώς το ίδιο αποτέλεσµα. Ωστόσο η
µία  από  τις  δύο  είναι  γρηγορότερη  από  τη  άλλη.  Παρακολουθώντας  το  παρακάτω  παράδειγµα,  µε  τη
συνάρτηση Timing να µετρά το χρόνο εκτέλεσης της κάθε συνάρτησης

8Timing@primeDiv@192139662355662352351765136123DD,
Timing@primeDivisors@192139662355662352351765136123DD<

880.406 Second, 837, 383, 401, 49297, 8136893, 84293300053<<,
80.391 Second, 837, 383, 401, 49297, 8136893, 84293300053<<<

παρατηρούµε  ότι  η  συνάρτηση  primeDiv  χρειάζεται  περισσότερο  χρόνο.  Αυτό  είναι  φυσιολογικό,  διότι  η
συνάρτηση  primeDiv  χρησιµοποιεί  τη  συνάρτηση  Divisors  η  οποία  µας  δίνει  όλους  τους  διαιρέτες  του
ακεραίου,  οι  οποίοι  στη  συνέχεια  ελέγχονται  ένας  προς  ένας  από  τη  συνάρτηση  PrimeQ,  για  να  µας
επιστρέψει  η  συνάρτηση  Select  µόνο  αυτούς  που  είναι  πρώτοι  αριθµοί.  Είναι  προφανές  ότι  δεν
χρειαζόµαστε  όλους  τους  διαιρέτες,  αφού  πολλοί  από  αυτούς  δεν  θα  είναι  πρώτοι.  Αντίθετα,  η  συνάρτηση
primeDivisors χρησιµοποιεί την συνάρτηση FactorInteger, η οποία µας δίνει µόνον τους πρώτους διαιρέτες
του ακεραίου, οπότε δεν χρειάζεται να γίνει οποιαδήποτε επιλογή.

Το  παράδειγµα  αυτό  δείχνει  ότι  έχει  σηµασία  ο  τρόπος  µε τον  οποίο κατασκευάζεται  µια  συνάρτηση, διότι
βλέπουµε ότι η κατασκευή προσδιορίζει και το χρόνο εκτέλεσης της συνάρτησης.

Ας δούµε ένα ακόµα παράδειγµα κατασκευής συνάρτησης.

Το Mathematica διαθέτει τη συνάρτηση GCD η οποία βρίσκει τον µέγιστο κοινό διαιρέτη ακεραίων:

GCD[n1, n2, ..., nk]:     επιστρέφει το µέγιστο κοινό διαιρέτη των ακεραίων ni.
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GCD@124, 568, 10^3D

4

Ασφαλώς δεν είναι ανάγκη να βρούµε κάποια άλλη συνάρτηση υπολογισµού του µέγιστου κοινού διαιρέτη
ακεραίων.  Μπορούµε,  όµως,  χρησιµοποιώντας  γνωστές  συναρτήσεις  του  Mathematica  να  επαληθεύσουµε
τη συνάρτηση GCD.

Όπως  είναι  γνωστό,  ο  Μ.Κ.∆.  των  ακεραίων  n1,  n2,  ...,  nk  είναι  ο  µεγαλύτερος  από  τους  κοινούς  διαιρέτες
των αριθµών αυτών. 

Η συνάρτηση Divisors µπορεί να µας δώσει τους διαιρέτες των ακεραίων που µας ενδιαφέρουν. Π.χ.

lst1 = Divisors@124D

81, 2, 4, 31, 62, 124<

lst2 = Divisors@568D

81, 2, 4, 8, 71, 142, 284, 568<

lst3 = Divisors@10^3D

81, 2, 4, 5, 8, 10, 20, 25, 40, 50, 100, 125, 200, 250, 500, 1000<

Το  Mathematica  διαθέτει  τις  συναρτήσεις  Intersection  και  Union  µε  τις  οποίες  βρίσκει  την  τοµή  και  την
ένωση λιστών:

Intersection[list1, list2, ..., listk]: επιστρέφει µια ταξινοµηµένη λίστα των κοινών στοιχείων των λιστών
listi.

Union[list1,  list2,  ...,  listk]: επιστρέφει  µια  ταξινοµηµένη  λίστα  όλων  των  στοιχείων  που
περιέχονται                                                          

σε µία τουλάχιστον από τις λίστες listi.

Εφαρµόζοντας τη συνάρτηση Intersection στις λίστες lst1 (οι διαιρέτες του 124), lst2 (οι διαιρέτες του 568)
και lst3 (οι διαιρέτες του 103) έχουµε ως αποτέλεσµα τη λίστα µε τους κοινούς διαιρέτες των αριθµών 124,
568 και 103.
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Intersection@lst1, lst2, lst3D

81, 2, 4<

Παίρνοντας το τελευταίο στοιχείο της προηγούµενης  λίστας µε τη συνάρτηση Last, βρίσκουµε τον Μ.Κ.∆.
των αριθµών 124, 568 και 103.

Last@%D

4

Αν συνδυάσουµε όλες αυτές τις συναρτήσεις, µπορούµε να έχουµε την επαλήθευση που ζητούµε:

GCD@124, 568, 10^3D « Last@
Intersection@Divisors@124D, Divisors@568D, Divisors@10^3DDD

True

2.4 Πολυώνυµα

Είναι  γνωστό  ότι  ένα  πολυώνυµο  p(x)  µιας  µεταβλητής  x,  µε  πραγµατικούς  συντελεστές,  είναι  µια
παράσταση της µορφής:

p(x) = α0 +  α1x +  α2x2 + .... +  αnxn

όπου  οι  συντελεστές  α0,  α1,  α2, ...,   αn  είναι  πραγµατικοί  αριθµοί.  Είναι  προφανές  ότι  θα  µπορούσαµε  να
έχουµε πολυώνυµα  µε ακεραίους ή ρητούς συντελεστές. 

Ο  βαθµός  του  πολυωνύµου  δεν  µπορεί  να  προσδιορίσει  το  πολυώνυµο,  διότι  υπάρχουν  πολλά  πολυώνυµα
µε το ίδιο βαθµό. Εκείνο που προσδιορίζει πλήρως ένα πολυώνυµο είναι η ακολουθία των συντελεστών του,
δηλαδή η ακολουθία α0,  α1,  α2, ...,  αn. Πράγµατι, αν υποθέσουµε ότι έχουµε την ακολουθία 2, -2, 1, 2, -3,
4, τότε το πολυώνυµο που αντιστοιχεί σε αυτή είναι:

2 - 2 x + x2 + 2 x3- 3 x4+ 4 x5

µε την προϋπόθεση ότι θα γράφουµε το πολυώνυµο αρχίζοντας πάντοτε µε το σταθερό του όρο. Ενώ για το
πολυώνυµο:

2 x2+ 2 x4- 3 x5

η ακολουθία των συντελεστών που αντιστοιχεί σε αυτό είναι: 0, 0, 2, 0, 2, -3.

Έστω το πολυώνυµο p1:

p1 = 6 + 5 x − 9 x^2 − 3 x^3 + 10 x^4 − 4 x^6

6 + 5 x − 9 x2 − 3 x3 + 10 x4 − 4 x6
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Το  Mathematica  διαθέτει  αρκετές  συναρτήσεις  µε  τις  οποίες  µπορούµε  να  διαχειριστούµε  πολυώνυµα.
Μερικές από αυτές είναι:

Coefficient[expr, form]: επιστρέφει τον συντελεστή του όρου form στην παράσταση expr.

Coefficient[expr, form,n]: επιστρέφει τον συντελεστή του όρου formn στην παράσταση expr.

Coefficient@p1, xD

5

Coefficient@p1, x^4D

10

Coefficient@p1, x, 4D

10

Coefficient@p1, x^2, 2D

10

Variables[poly]: επιστρέφει µια λίστα µε όλες τις µεταβλητές του πολυωνύµου poly.

Variables@p1D

8x<

p2 = x + 2 y2 + x2 y3

x + 2 y2 + x2 y3
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Variables@p2D

8x, y<

CoefficientList[poly, var]: επιστρέφει µια  λίστα µε τους συντελεστές των δυνάµεων της µεταβλητής var
στο

πουλώνυµο poly, αρχίζοντας από το σταθερό όρο.

CoefficientList@p1, xD

86, 5, −9, −3, 10, 0, −4<

CoefficientList@p2, xD

82 y2, 1, y3<

CoefficientList@p2, yD

8x, 0, 2, x2<

Όταν  θέλουµε να εισάγουµε ένα συγκεκριµένο  πολυώνυµο στο  Mathematica  πρέπει  να πληκτρολογήσουµε
ένα προς ένα όλους τους όρους του. Υπάρχουν, όµως, περιπτώσεις που θέλουµε ένα τυχαίο πολυώνυµο, π,χ,
µε ακέραιους  συντελεστές  και  κάποιου  βαθµού.  Στις  περιπτώσεις  αυτές  θα µπορούσαµε να αποφύγουµε  τη
πληκτρολόγηση  όλων  των  όρων,  αν  είχαµε  µία  "µηχανή"  παραγωγής  πολυωνύµων.  Μια  τέτοια  µηχανή
µπορεί να κατασκευαστεί συνδυάζοντας γνωστές συναρτήσεις του Mathematica.

Έστω ότι  θέλουµε ένα τυχαίο πολυώνυµο µε ακέραιους  συντελεστές  µεταξύ  -5 και 5 και 6ου βαθµού. Μια
πρώτη εκτίµηση για ένα τέτοιο πολυώνυµο θα είναι:

Table@Random@Integer, 8−5, 5<D x^k, 8k, 0, 6<D

83, −x, −5 x2, −5 x3, −4 x4, 4 x5, −2 x6<

Παρατηρούµε  ότι  το  αποτέλεσµα  που  µας  επέστρεψε  το  Mathematica  δεν  είναι  ένα  πολυώνυµο,  αλλά  µια
λίστα, της  οποίας  τα  µέλη  είναι  οι  όροι  κάποιου  πολυωνύµου.  Ξέρουµε,  όµως,  ότι η διαφορά ανάµεσα  στο
άθροισµα  και  στη  λίστα  είναι  η  διαφορετική  επικεφαλίδα,  εποµένως  αν  αλλάξουµε  την  επικεφαλίδα  αυτή
µπορούµε να πάρουµε το άθροισµα που θέλουµε:
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Plus @@ %

3 − x − 5 x2 − 5 x3 − 4 x4 + 4 x5 − 2 x6

Ο  συµβολισµός  @@  είναι  συντοµογραφία  της  συνάρτησης  Apply,  η  οποία  όπως  έχουµε  δει  αλλάζει  την
επικεφαλίδα παραστάσεων:

Alias@"@@"D

Apply

Εποµένως,  βρήκαµε  µια  µηχανή  παραγωγής  πολυωνύµων.  Μάλιστα  θα  µπορούσαµε  να  τη  γράψουµε  µε
µορφή συνάρτησης για να µπορούµε να τη χρησιµοποιούµε:

randomPoly@n_D :=

Plus @@ Table@Random@Integer, 8−5, 5<D x^k, 8k, 0, n<D

Είναι προφανές, ότι η συνάρτηση αυτή δίνει ένα πολυώνυµο n-ου βαθµού µε ακέραιους συντελεστές µεταξύ
-5 και 5:

p2 = randomPoly@4D

5 x2 − 3 x3 − 5 x4

Επειδή,  ο  βαθµός  ενός  πολυωνύµου  είναι  πάντοτε  φυσικός  αριθµός,  η  συνάρτηση  αυτή  θα  µπορούσε  να
βελτιωθεί, αν επιβάλλουµε το n να είναι ένας φυσικός αριθµός:

randomPolynomial@n_Integer?PositiveD :=

Plus @@ Table@Random@Integer, 8−5, 5<D x^k, 8k, 0, n<D

Η  επικεφαλίδα  Integer  αναγκάζει  το  n  να  είναι  ακέραιος,  ενώ  ο  έλεγχος  ?Positive  αναγκάζει  το  n  να  είναι
και θετικός, αν θέλουµε η συνάρτηση randomPolynomial να δώσει απάντησει:

p3 = randomPolynomial@5D

2 − 4 x − 5 x2 + 2 x3 − x4 − 4 x5

randomPolynomial@−5D

randomPolynomial@−5D
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randomPolynomial@0D

randomPolynomial@0D

Τώρα,  το  Mathematica  γνωρίζει  τρία   διαφορετικά  πολυώνυµα  p1,  p2  και  p3,  των  οποίων  µπορούµε  να
υπολογίσουµε το γινόµενό τους:

p1 ∗ p2 ∗ p3

H5 x2 − 3 x3 − 5 x4L H2 − 4 x − 5 x2 + 2 x3 − x4 − 4 x5L
H6 + 5 x − 9 x2 − 3 x3 + 10 x4 − 4 x6L

Παρατηρούµε  ότι  το  αποτέλεσµα  που  επιστρέφει  το  Mathematica  δεν  είναι  ικανοποιητικό,  αφού
παρουσιάζει το γινόµενο τοποθετώντας το κάθε πολυώνυµο µέσα σε παρενθέσεις. 

Το  Mathematica,  όµως,  διαθέτει  τη  συνάρτηση  Expand  µε  την  οποία  µπορούµε  να  αναπτύσουµε  ένα
γινόµενο.

Expand[expr] αναπτύσσει όλα τα γινόµενα και τις ακέραιες δυνάµεις που υπάρχουν 
στην παράσταση expr.

Expand@%D

60 x2 − 106 x3 − 358 x4 + 359 x5 + 694 x6 − 688 x7 − 564 x8 +

960 x9 + 260 x10 − 681 x11 + 54 x12 + 308 x13 − 68 x14 − 80 x15

Επίσης, το Mathematica διαθέτει συναρτήσεις µε τις οποίες αναλύει πολυώνυµα σε γινόµενο πολυωνύµων:

Factor[poly] µετατρέπει το πολυώνυµο poly σε γινόµενο πολυωνύµων µε ακέραιους συντελεστές
 εφόσον αυτό είναι δυνατό.

Simplify[expr]εκτελεί µια σειρά µετασχηµατισµών στην παράσταση expr και επιστρέφει την
 απλούστερη µορφή που βρίσκει.

Έστω το πολυώνυµο poly:

poly = H2 + xL^4 H1 + xL4 H3 + xL3;

Αναπτύσουµε το γινόµενο και πέρνoυµε το πολυώνυµο poly1:
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poly1 = Expand@polyD

432 + 3024 x + 9432 x2 + 17296 x3 + 20715 x4 +

17015 x5 + 9783 x6 + 3939 x7 + 1089 x8 + 197 x9 + 21 x10 + x11

Μετρατρέπουµε το πολυώνυµο poly1 σε απλούστερη µορφή:

Simplify@poly1D

H3 + xL3 H2 + 3 x + x2L4

Αναλύουµε το πολυώνυµο poly1 σε γινόµενο πολυωνύµων:

Factor@poly1D

H1 + xL4 H2 + xL4 H3 + xL3

∆ύο  συνήθη  προβλήµατα  που  σχετίζονται  µε  τα  πολυώνυµα  είναι  η  εύρεση  της  τιµής  ενός  πολυωνύµου,
όταν  η  µεταβλητή  του  αντικαθίσταται  µε  ένα συγκεκριµένο  αριθµό και η εύρεση  ριζών, εφόσον  υπάρχουν.
Το Mathematica διαθέτει συναρτήσεις, οι οποίες δίνουν απάντηση και στα δύο αυτά προβλήµατα, άλλοτε µε
ακρίβεια και άλλοτε µε προσέγγιση.

ReplaceAll[expr, rules] xρησιµοποιεί του κανόνες rules που δίνονται, για να µετασχηµατίσει την 
ή expr /. rules παράσταση expr.

Solve[eqn,  var] επιχειρεί  να  βρει  τις  ακριβείς  ρίζες  της  εξίσωσης  eqn  ως  προς  τη  µεταβλητή
var.

Οι κανόνες (rules) δίνονται µε τη µορφή x Ø a, όπου το σύµβολο Ø είναι ο συνδυασµός των χαρακτήρων -
και >.

ReplaceAll@poly, x → 1D

82944

Alias@"ê."D

ReplaceAll

Τα  πολυώνυµα  poly  και  poly1,  τα  οποία  ορίσαµε  προηγουµένως,  παριστάνουν  ουσιαστικά  το  ίδιο
πολυώνυµο. Εποµένως, το Mathematica θα πρέπει να απαντάει καταφατικά στο επόµενο ερώτηµα:
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ReplaceAll@poly, x → 1D « poly1 ê. x → 1

True

Η συνάρτηση Solve είναι αποτελεσµατική, όταν η πολυωνιµική εξίσωση είναι βαθµού το πολύ 4. Ας δούµε
µερικά παραδείγµατα:

Solve@−2 x^2 + 28 x − 39 « 0, xD

99x →
1
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2
I14 −è!!!!!!!!!118 M=, 9x →

1
¡¡¡¡
2

I14 +è!!!!!!!!!118 M==

Παρατηρούµε  ότι  το  αποτέλεσµα  της  συνάρτησης  Solve  δεν  είναι  της  µορφής  x  =  x1,  αλλά  δίνεται  σαν
κανόνας  αντικατάστασης  x  Ø  x1.  Αυτό  µας  επιτρέπει,  όπως  θα  δούµε  παρακάτω,  να  κάνουµε  την
επαλήθευση.

Solve@x^3 − 12 x^2 + 31 x − 27 « 0, xD
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Επίσης, παρατηρούµε ότι µερικές φορές η απάντηση που δίνει η συνάρτηση Solve  δεν είναι ικανοποιητική.
Στις περιπτώσεις αυτές µπορούµε να βρούµε την αριθµητική τιµή των ριζών µε δύο τρόπους:

Ο ένας είναι να χρησιµοποιήσουµε τη συνάρτηση N:

N@%D

88x → 8.83812<, 8x → 1.58094 + 0.745374 ą<,
8x → 1.58094 − 0.745374 ą<<

Ο  άλλος  είναι  να  δώσουµε  έναν  τουλάχιστον  από  τους  συντελεστές  του  πολυωνύµου  µε  µορφή  δεκαδικού
αριθµού:
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Solve@x^3 − 12 x^2 + 31 x − 27.0 « 0, xD

88x → 1.58094 − 0.745374 ą<,
8x → 1.58094 + 0.745374 ą<, 8x → 8.83812<<

Ας δούµε στη συνέχεια πως µπορούµε να κάνουµε την επαλήθευση των ριζών µιας εξίσωσης.

Έστω το πολυώνυµο 3ου βαθµού:

a = 6 − 5 x − 2 x^2 + x^3

6 − 5 x − 2 x2 + x3

Υπολογισµός των ριζών µε χρήση της συνάρτησης Solve:

t = Solve@a « 0, xD

88x → −2<, 8x → 1<, 8x → 3<<

Επαλήθευση των ριζών της εξίσωσης µε χρήση του τελεστή αντικατάσταση /.:

a ê. t

80, 0, 0<

Επαλήθευση των ριζών της εξίσωσης µε χρήση της συνάρτησης ReplaceAll:

ReplaceAll@a, tD

80, 0, 0<

Όταν  έχουµε  µια  εξίσωση  3ου  ή  4ου  βαθµού,  οι  ρίζες  δίνονται  συνήθως  µε  πολύπλοκες  παραστάσεις,  οι
οποίες  τις  περισσότερες  φορές  περιέχουν  διπλά  ριζικά.  Ρίζες  µε  τέτοια  µορφή δεν  είναι  συνήθως  χρήσιµες,
οπότε σε αυτές τις περιπτώσεις βρίσκουµε τις αριθµητικές τιµές των ριζών είτε µε τη χρήση της συνάρτησης
Ν  είτε  µε  το  να  δίνουµε  έναν  συντελεστή  της  εξίσωσης  µε  µορφή  δεκαδικού  αριθµού.  Όµως,  και  στις  δύο
περιπτώσεις, οι ρίζες που θα πάρουµε είναι προσεγγίσεις και όχι ακριβείς ρίζες.

Έστω το πολυώνυµο 4ου βαθµού:
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b = −8 + 2 x + 5 x^2 − 12 x^3 + x^4

−8 + 2 x + 5 x2 − 12 x3 + x4

Υπολογισµός των ριζών µε χρήση της συνάρτησης Solve:

Solve@b « 0, xD
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Υπολογισµός των αριθµητικών τιµών των ριζών µε τη χρήση της συνάρτησης Ν:

N@%D

88x → 0.618718 − 0.698448 ą<,
8x → 0.618718 + 0.698448 ą<, 8x → −0.795029<, 8x → 11.5576<<

Το  Mathematica  διαθέτει  τη  συνάρτηση  NSolve,  µε  την  οποία  βρίσκει  τις  αριθµητικές  (προσεγγιστικές)
λύσεις µιας εξίσωσεις:

NSolve[eqn, x]  επιστρέφει αριθµητικές λύσεις της εξίσωσης eqn.

Έτσι  στην  περίπτωση  που  δεν  µας  ενδιαφέρουν  οι  ακριβείς  λύσεις,  τότε  µπορούµε  να  εφαµόσουµε  απ'
ευθείας  την  συνάρτηση  NSolve  για  να  πάρουµε  τις  αριθµητικές  (προσεγγιστικές  λύσεις)  λύσεις  της
εξίσωσης:
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s = NSolve@b « 0, xD

88x → −0.795029<, 8x → 0.618718 − 0.698448 ą<,
8x → 0.618718 + 0.698448 ą<, 8x → 11.5576<<

Επαλήθευση των ριζών της εξίσωσης µε χρήση του τελεστή αντικατάσταση /.:

b ê. s

8−4.996×10−16, 3.33067×10−16 − 1.30451×10−15 ą,
3.33067×10−16 + 1.30451×10−15 ą, 0.<

Παρατηρούµε  ότι  οι  τιµές  του  πολυωνύµου  b  στις  ρίζες  s  είναι  πολύ  µικρές,  γεγονός  που  δείχνει  την
ποιότητα της προσέγγισης, όµως δεν είναι µηδέν, δηλαδή δεν έχουµε ακριβείς ρίζες.

Όταν  έχουµε  µια  εξίσωση  5ου  βαθµού  και  άνω,  συνήθως  η  συνάρτηση  Solve  δεν  δίνει  ικανοποιητική
απάντηση.

Έστω το πολυώνυµο q:

q = 1 − 5 x + 7 x2 + 10 x3 − 2 x4 − x5

1 − 5 x + 7 x2 + 10 x3 − 2 x4 − x5

Υπολογισµός των ριζών µε χρήση της συνάρτησης Solve:

Solve@q « 0, xD

88x → Root@−1 + 5 #1 − 7 #12 − 10 #13 + 2 #14 + #15 &, 1D<,

8x → Root@−1 + 5 #1 − 7 #12 − 10 #13 + 2 #14 + #15 &, 2D<,

8x → Root@−1 + 5 #1 − 7 #12 − 10 #13 + 2 #14 + #15 &, 3D<,

8x → Root@−1 + 5 #1 − 7 #12 − 10 #13 + 2 #14 + #15 &, 4D<,

8x → Root@−1 + 5 #1 − 7 #12 − 10 #13 + 2 #14 + #15 &, 5D<<

Παρατηρούµε ότι  η συνάρτηση Solve  µας δίνει 5 ρίζες, όµως η  µορφή τους δεν  είναι αυτή που θέλαµε. Σε
αυτές  τις  περιπτώσεις  µπορούµε  να  χρησιµοποιήσουµε  τη  συνάρτηση  NSolve  για  να  πάρουµε  τις
αριθµητικές (προσεγγιστικές) τιµές των ριζών:
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NSolve@q « 0, xD

88x → −3.98547<, 8x → −1.11737<, 8x → 0.248221 − 0.156657 ą<,
8x → 0.248221 + 0.156657 ą<, 8x → 2.6064<<

Clear@a, bD

Εκτός από τα πολυώνυµα, το Mathematica µπορεί να διαχειριστεί και ρητές συναρτήσεις. Άλλωστε οι ρητές
συναρτήσεις  είναι,  όπως  ξέρουµε,  πηλίκο  δύο  πολυωνύµων,  εποµένως  συνδέονται  αρκετά  στενα  µε  τα
πολυώνυµα.  Συνήθη  προβλήµατα  που  αφορούν  τις  ρητές  συναρτήσεις  είναι  η  απλοποίηση  κοινών
παραγόντων από αριθµητή και παρανοµαστή, ή η ανάλυση σε απλούστερα κλάσµατα.

Το  Mathematica  διαθέτει  αρκετές  συναρτήσεις  οι  οποίες  αντιµετωπίζουν  αυτά  τα  συνήθη  προβλήµατα.
Μερικές από αυτές είναι:

Apart[expr] αναλύει τη ρητή παράσταση expr σε απλούστερα κατά το δυνατόν κλάσµατα.

Apart@1êH3 + 10 x + 12 x^2 + 6 x^3 + x^4LD

1
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
2 H1 + xL3 −

1
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
4 H1 + xL2 +

1
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
8 H1 + xL −

1
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
8 H3 + xL

Apart@H2 − 3 x^2LêH2 − 3 x + 2 x^2 − 2 x^3 + x^5LD

−
1

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
6 H−1 + xL2 −

7
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
9 H−1 + xL −

2
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
9 H2 + xL +

1 + 2 x
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
2 H1 + x2L

Apart[expr,  var] το  ίδιο  µε  την  συνάρτηση  Apart[expr],  µε  τη  διαφορά  ότι  χρησιµοποιούνται  µόνον
οι

µεταβλητές var, ενώ οι υπόλοιπες θεωρούνται ως σταθερές.

Apart@Hx − yLêH6 + 5 x − 2 x^2 − x^3LD

−
x

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
−6 − 5 x + 2 x2 + x3 +

y
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
−6 − 5 x + 2 x2 + x3
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Apart@Hx − yLêH6 + 5 x − 2 x^2 − x^3L, xD

−1 − y
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
6 H1 + xL +

−2 + y
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
15 H−2 + xL +

3 + y
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
10 H3 + xL

Together[expr] προσθέτει  τους  όρους  της  παράστασης  expr  και  στο  αποτέλεσµα  επιχειρεί  να
απλοποιήσει

κοινούς παράγοντες από αριθµητή και παρανοµαστή.

Together@aê b + xêyD

b x + a y
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

b y

Together@H1 + Sqrt@2DLêHa − Sqrt@2DL − H1 − Sqrt@2DLêHa + Sqrt@2DLD

−
2 Iè!!!2 +è!!!2 aM

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
Iè!!!2 − aM Iè!!!2 + aM

Collect[expr, x] από τους όρους της παράστασης expr βγάζει κοινό παράγοντα τις δυνάµεις του x. 

Collect@x^4 + Ha + yL Hx + y^3L x^2 + Hy^3 + 3L x^2, xD

x4 + x3 Ha + yL + x2 H3 + y3 + y3 Ha + yLL

Collect@x^4 + Ha + yL Hx + y^3L x^2 + Hy^3 + 3L x^2, yD

3 x2 + a x3 + x4 + x3 y + Hx2 + a x2L y3 + x2 y4

Collect@x^4 + Ha + yL Hx + y^3L x^2 + Hy^3 + 3L x^2, 8x, y<D

x4 + x3 Ha + yL + x2 H3 + H1 + aL y3 + y4L

Cancel[expr] απλοποιεί κοινούς παράγοντες από αριθµητή και παρανοµαστή στην παράσταση expr.
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Cancel@Hx^3 − 4 xLêHx^3 − 2 x^2L + Hx^2 − 3 x + 2LêHx^2 − 1LD

−2 + x
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
1 + x

+
2 + x
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

x

Together@Hx^3 − 4 xLêHx^3 − 2 x^2L + Hx^2 − 3 x + 2LêHx^2 − 1LD

2 + x + 2 x2
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

x H1 + xL
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Κεφάλαιο 3ο: Οι φυσικοί και οι ακέραιοι 
αριθµοί

 3.1 Οι αριθµοί στο Mathematica

Tο  Mathematica  δεν  αναγνωρίζει  το  7.  σαν  κάποιο  ακέραιο  αριθµό.  Με  την  Head µπορούµε  να  δούµε  την
επικεφαλίδα ενός αριθµού. 

Head@7.D

Real

Υπάρχουν πολλές άλλες δυνατότητες για αριθµούς  όπως Integer, Rational, Complex π.χ 

9Head@3D, HeadA 1
¡¡¡¡
3
E, Head@0.3D, Head@0.3 + ąD=

8Integer, Rational, Real, Complex<

Οι  πράξεις  εκτελούνται  µε  διαφορετικό  τρόπο  σε  κάθε  περίπτωση.  Έτσι  όταν  δουλεύοµαι  µε  ακέραιους
αριθµούς  πρέπει  κάθε  φορά  να  σιγουρευόµαστε  ότι  οι  µεταβλητές  µας  και  οι  σταθερές  µας  είναι  ακέραιοι
αριθµοί  στις  εµπλεκόµενες  σχέσεις  π.χ  όταν  θελήσουµε  να  ορίσουµε  το  παραγοντικό  για  ακεραίους  θα
γράψουµε:

paragontiko@n_IntegerD := HnL!

Με  τo  n_Integer  αναγκάζουµε  την  µεταβλητή  να  παίρνει  ακέραιες  µόνο  τιµές-αλλιώς  δεν  θ  προκύψει
αποτέλεσµα.

8paragontiko@4D, paragontiko@4.D, H4.5L!<

8paragontiko@4D, paragontiko@4.D, 52.3428<
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3.2 Οι ∆ιαιρέτες ενός ακεραίου αριθµού
 Η συνάρτηση Divisors βρίσκει όλους τους θετικούς διαιρέτες ενός ακεραίου.

Divisors@−72D

81, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 18, 24, 36, 72<

Αν θέλουµε µόνο τους πρώτους διαιρέτες απ' αυτούς τότε γράφουµε

Select@%, PrimeQD

82, 3<

Με το PrimeQ ελέγχουµε αν ένας αριθµός είναι πρώτος ή όχι:

8PrimeQ@12D, PrimeQ@−3D, PrimeQ@7.D<

8False, True, False<

Απo την απάντηση βλέπουµε ότι το 7. και το 12 δεν είναι πρώτοι ενώ το -3 θεωρείται πρώτος!

3.3 Παραγοντοποίηση ενός ακεραίου 
αριθµού
Αν  θέλουµε  τους  πρώτους  παράγοντες  µαζί  µε  τους  εκθέτες  τους  στο  ανάπτυγµα  ενός  ακεραίου  τότε
γράφουµε

FactorInteger@140D

882, 2<, 85, 1<, 87, 1<<

To  {2,2)  σηµαίνει  22 και όµοια το 85, 1< σηµαίνει  51 στην ανάλυση του 140. Για  αρνητικούς  παίρνουµε
µπροστά και το {-1,1} για παράδειγµα

FactorInteger@−140D

88−1, 1<, 82, 2<, 85, 1<, 87, 1<<
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Τώρα θα ορίσουµε µια συνάρτηση ώστε να εµφανίζεται µονάχα ο µέγιστος πρώτος διαιρέτης ενός ακεραίου.
Για τον σκοπό αυτό κατασκευάζουµε την maxPrimeDivisor

maxPrimeDivisor@x_IntegerD := First@Last@FactorInteger@xDDD

maxPrimeDivisor@14D

7

Η χρήση των First και Last φαίνεται στα παραδείγµατα που ακολουθούν.

u = 81, 5, 7, 7, 8, −1<

81, 5, 7, 7, 8, −1<

Last@uDH∗ το πρώτο από δεξιά∗L

−1

First@uDH∗ το πρώτο από αριστερά∗L

1

3.4 Οι συναρτήσεις Transpose και Part
Ένας  άλλος  τρόπος  για  την  εύρεση  των  πρώτων  διαιρετών  θα  ήταν  να  αποµονώσουµε  τους  πρώτους  που
βρίσκονται µέσα στην λίστα FactorΙnteger. Αυτό µπορεί να γίνει είτε µε αναστροφή(Transpose) του πίνακα
FactorInteger  είτε  διαλέγοντας  µόνο  τις  πρώτες  συντεταγµένες  από  κάθε  ζευγάρι  του  FactorInteger  µε  την
χρήση της Part. 

?Part

expr@@iDD or Part@expr, iD gives the ith part of expr.
expr@@−iDD counts from the end. expr@@0DD gives the head
of expr. expr@@i, j, ... DD or Part@expr, i, j, ... D
is equivalent to expr@@iDD @@jDD @@ DD... . expr@@ 8i1,
i2, ... < DD gives a list of the parts i1, i2, ... of expr.

Με άλλα λόγια η Part[expr,i] δίνει το i µέρος  της expr   ενώ µε Part[expr,i,j] παίρνουµε το j µέρος του i.
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m = FactorInteger@15D
MatrixForm@mDH∗ Ο m σε µορφή πίνακα∗L
anastrofos = Transpose@mDH∗αναστροφή του m ∗L
First@anastrofosDH∗Παίρνουµε την 1 η γραµµή ∗L

883, 1<, 85, 1<<

J 3 1
5 1

N

883, 5<, 81, 1<<

83, 5<

Άλλος τρόπος µε την χρήση της Part

Part@m, 81<DH∗ η πρώτη γραµµή του m ∗L
Part@m, 81<, 81<D
H∗ το στοιxείο της 1 ης γραµµής, 1 ης στήλης ∗L
Part@m, All, 81<DH∗ η 1 η στήλη του m−

αυτή φυσικά περιέxει τους πρώτους που µας ενδιαφέρουν ∗L

883, 1<<

883<<

883<, 85<<

Άρα  οι  πρώτοι  διαιρέτες  είναι  το  3  και  το  5.  Αν  δεν  µας  αρέσουν  οι  πολλές  αγκύλες  µπορούµε  να  τις
απλοποιήσουµε µε την χρήση της Flatten.

Flatten@%D

83, 5<

Όλες οι παραπάνω πράξεις µπορούν να γραφούν µε µία µόνο συνάρτηση:
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diairetes@n_IntegerD := Flatten@Part@FactorInteger@nD, All, 81<DD

3.5 Οι πρώτοι αριθµοί
Αν ζητάµε να βρούµε τους πρώτους<=10 τότε 

Select@Range@10D, PrimeQD

82, 3, 5, 7<

ενώ αν ζητάµε τους 10 πρώτους στη σειρά τότε

Prime@Range@10DD

82, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29<

Η  συνάρτηση  Prime[x]  παραπάνω  µας  δίνει  το  x  -ιοστό  πρώτο.  Με  ?Prime  µπορούµε  να  µάθουµε
πληροφορίες.

Prime@300D

1987

?Prime

Prime@nD gives the nth prime number.

Οι 100 πρώτοι αριθµοί δίνονται µε την µορφή πίνακα.
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first100prwtoi = Table@8n, Prime@nD<, 8n, 100<D

881, 2<, 82, 3<, 83, 5<, 84, 7<, 85, 11<, 86, 13<, 87, 17<, 88, 19<,
89, 23<, 810, 29<, 811, 31<, 812, 37<, 813, 41<, 814, 43<,
815, 47<, 816, 53<, 817, 59<, 818, 61<, 819, 67<, 820, 71<,
821, 73<, 822, 79<, 823, 83<, 824, 89<, 825, 97<, 826, 101<,
827, 103<, 828, 107<, 829, 109<, 830, 113<, 831, 127<, 832, 131<,
833, 137<, 834, 139<, 835, 149<, 836, 151<, 837, 157<, 838, 163<,
839, 167<, 840, 173<, 841, 179<, 842, 181<, 843, 191<, 844, 193<,
845, 197<, 846, 199<, 847, 211<, 848, 223<, 849, 227<,
850, 229<, 851, 233<, 852, 239<, 853, 241<, 854, 251<, 855, 257<,
856, 263<, 857, 269<, 858, 271<, 859, 277<, 860, 281<,
861, 283<, 862, 293<, 863, 307<, 864, 311<, 865, 313<,
866, 317<, 867, 331<, 868, 337<, 869, 347<, 870, 349<, 871, 353<,
872, 359<, 873, 367<, 874, 373<, 875, 379<, 876, 383<, 877, 389<,
878, 397<, 879, 401<, 880, 409<, 881, 419<, 882, 421<, 883, 431<,
884, 433<, 885, 439<, 886, 443<, 887, 449<, 888, 457<, 889, 461<,
890, 463<, 891, 467<, 892, 479<, 893, 487<, 894, 491<, 895, 499<,
896, 503<, 897, 509<, 898, 521<, 899, 523<, 8100, 541<<

Η γραφική παράσταση των παραπάνω σηµείων είναι:

ListPlot@first100prwtoi, PlotLabel −> "Οι 100 πρωτοι αριθµοι"D

20 40 60 80 100

100

200

300

400

500

Οι 100 πρωτοι αριθµοι

¦ Graphics ¦
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3.6 Η Ευκλείδια ∆ιαίρεση
Είναι  γνωστό  ότι  αν  α,  β  είναι  ακέραιοι  µε  β  µη  µηδενικός  τότε  υπάρχουν  µοναδικοί  ακέραοιοι
q=Quotient[α,β](το  πηλίκο  της  διαίρεσης)  m=Mod[α,β]  (το  υπόλοιπο)  έτσι  ώστε  α=qβ+m.  Το  q  θα
µπορούσε  να  γραφεί  συναρτήσει  των  α,β  ως  εξής  q=sgnβµ A αÅÅÅÅÅÅÅ»β» E όπου  µε  sgnβ  συµβολίζουµε  το  πρόσηµο
βÅÅÅÅÅÅÅ»β» του β και µε [ ... ] το ακέραιο µέρος ενός πραγµατικού αριθµού. Βέβαια  το ακέραιο µέρος στο Mathemat-

ica έχει την έννοια του µέρους που βρίσκεται αριστερά απο το δεκαδικό µέρος του π.χ  

IntegerPart@−PiD

−3

Ας µελετήσουµε λίγο  την συνάρτηση Mod[α,β]. Ως το υπόλοιπο της διαίρεσης του α µε το β πρέπει να είναι
πάντα θετικό ή 0 και µικρότερο της απόλυτης τιµής του β.

Mod@−31, 5D

4

Το πηλίκο όµως µπορεί να είναι  αρνητικό.

Quotient@−31, 5D

−7

Φυσικά, τα νούµερα που βρήκαµε επαληθεύουν την ταυτότητα της διαίρεσης.

−31 « 5 Quotient@−31, 5D + Mod@−31, 5D

True

Γενικά  το  Mathematica  µας   δίνει  δυνατότητες  να  ελένξουµε(για  απλές  τουλάχιστον  περιπτώσεις)  αν
ισχύουν κάποιες ταυτότητες π.χ 

Sum@k^2, 8k, 1, n<D « n Hn + 1L H2 n − 1Lê6

1
¡¡¡¡
6
n H1 + nL H1 + 2 nL ==

1
¡¡¡¡
6
n H1 + nL H−1 + 2 nL

∆εν έβγαλε true. Άρα  µάλλον εµείς έχουµε γράψει στο δεξιό σκέλος της παραπάνω ισότητας λανθασµένα ή
το Mathematica αδυνατεί να µας το αποδείξει . Ας το διορθώσουµε το 2n-1 σε 2n+1:
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Sum@k^2, 8k, 1, n<D « n Hn + 1L H2 n + 1Lê6

True

Θα  πρέπει  να  θυµούµαστε  πάντα  ότι  το  Mathematica  µπορεί  να  κάνει  πράξεις  και  να  χειρίζεται  σύµβολα
αλλά  δεν  µπορεί  να  κάνει  µαθηµατικά  δηλ.  δεν  µπορεί  να  µας  αποδείξει  µια  ταυτότητα  π.χ  µε  επαγωγή.
Απλώς  µπορούµε  να  διαπιστώσουµε  αν    πράγµατι  ισχύει  η  ταυτότητα  δοκιµάζοντας   την  µε  κάποιους
αριθµούς  n  χωρίς  βέβαια  αυτό  να  αποτελεί  απόδειξη.  Π.χ  για  n  απο  ένα  µέχρι  το  10  βλέπουµε  ότι   η
παραπάνω ταυτότητα αληθεύει

Table@Sum@k^2, 8k, 1, n<D « n Hn + 1L H2 n + 1Lê6, 8n, 1, 10<D

8True, True, True, True, True, True, True, True, True, True<

3.7 Η εικασία του Goldbach
To 1742 ο Christian Goldbach διατύπωσε την εικασία ότι κάθε άρτιος θετικός ακέραιος µεγαλύτερος του 4
µπορεί  να  γραφεί  σαν  άθροισµα  δύο  πρώτων  αριθµών.  Το  Mathematica   δεν  µπορεί  βέβαια  να  δώσει  την
απόδειξη  της  εικασίας  αυτής,  µπορεί  όµως  να  µας  βοηθήσει  να  βρούµε  ζεύγη  πρώτων  αριθµών  που  το
άθροισµα  τους  είναι  δεδοµένο.  Παρακάτω  ορίζουµε  την  συνάρτηση  goldbach  για  αυτόν  το  σκοπό.  Θα
πρέπει  να  αναφέρουµε  ότι  δεξιά  του  /;  µπαίνουν  οι  συνθήκες  που  πρέπει  οποσδήποτε  να  ικανοποιούνται.
Με EvenQ[n] ελέγχουµε αν ο n είναι άρτιος και µε Positive[n] αν είναι θετικός. Για την συνάρτηση For θα
πούµε αργότερα κάποια πράγµατα. Για τώρα µπορείται να µάθετε πληροφορίες µε το ?For.

goldbach@n_Integer ê; EvenQ@nD && Positive@nD && n > 4D :=

Module@8a = 8<, i<,
For@i = 2, Prime@iD ≤ nê2, i++, If@PrimeQ@n − Prime@iDD,
a = Append@a, 8Prime@iD, n − Prime@iD<DDD; aD

goldbach@2000D

883, 1997<, 87, 1993<, 813, 1987<, 867, 1933<, 8127, 1873<,
8139, 1861<, 8199, 1801<, 8211, 1789<, 8223, 1777<, 8241, 1759<,
8277, 1723<, 8307, 1693<, 8331, 1669<, 8337, 1663<, 8373, 1627<,
8379, 1621<, 8421, 1579<, 8433, 1567<, 8457, 1543<, 8541, 1459<,
8547, 1453<, 8571, 1429<, 8577, 1423<, 8601, 1399<, 8619, 1381<,
8673, 1327<, 8709, 1291<, 8751, 1249<, 8769, 1231<,
8787, 1213<, 8829, 1171<, 8877, 1123<, 8883, 1117<,
8907, 1093<, 8937, 1063<, 8967, 1033<, 8991, 1009<<

Το  a  είναι  η  λίστα  που  περιέχει  όλα  τα  δυνατά  ζεύγη  πρώτων  στα  οποία  η  1η  συντεταγµένη  είναι  <=  της
2ης.  Αρχικά  είναι  κενή  (a={  }  )και  κάθε  φορά  που  βρίσκουµε  ένα  ζευγάρι  πρώτων  µε  άθροισµα  n  το
επισυνάπτουµε µε την  Append στην  a. To Module δηλώνει ένα σύνολο  "τοπικών" (local)εντολών δηλ. που
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εκτελούνται  µόνο  όταν  καλείται  η  συνάρτηση  goldbach.  To  Module  ξεκινάει  πάντα  µε  την  δήλωση  των
"τοπικών  µεταβλητών"  και  των  αρχικών  τιµών  που  πιθανόν  να  έχουν.  Στο  παραπάνω  Module  οι  τοπικές
µεταβλητές είναι η a και η i. 

Module@8x, y, ... <, exprD specifies that occurrences of the symbols x,
y, ... in expr should be treated local. Module@8x = x0, ... <, exprD
defines initial values for x, ... .

3.8 Ο µέγιστος κοινός διαρέτης και το ελάχιστο κοινό 
πολλαπλάσιο
Με GCD παίρνουµε τον µέγιστο κοινό διαιρέτη κάποιων ακεραίων. Π.χ

8GCD@24, 14, 8D, GCD@−24, 14, 8D, GCD@24., 14, 8D<

— GCD::exact :  Argument 24.` at position 3 is not an exact number.

82, 2, GCD@8, 14, 24.D<

Βλέπουµε  ότι  το  GCD  δεν  δουλεύει  για  πραγµατικούς  και  βγάζει  µήνυµα  λάθους.  Το  GCD[x,y,z]  είναι
πάντα ίσο µε GCD[GCD[x,y],z] και µπορούµε να το διαπιστώσουµε εύκολα:

8GCD@x, y, zD « GCD@GCD@x, yD, zD, GCD@x, yD « GCD@y, Μod@x, yDD<

8True, GCD@x, yD == GCD@y, Μod@x, yDD<

Παρατηρήστε ότι για την µια ταυτότητα δίνει True ενώ για την άλλη(που είναι και αυτή αληθινή) δεν δίνει
απάντηση! 
Για  διδακτικούς  λόγους  θα  ορίσουµε  τώρα  το  GCD[x,y,z]  ως  τον  µεγαλύτερο  απο  τους  κοινούς  διαρέτες
των  x,y,z.  Ας  βρούµε  για  παράδειγµα  το  GCD[24,14,8].  Βρίσκουµε  πρώτα  ποιοί  διαιρέτες  είναι  οι  κοινοί
χρησιµοποιώντας την συνάρτηση Intersection(κοινή τοµή): 

Intersection@Divisors@24D, Divisors@14D, Divisors@8DD

81, 2<

Στην συνέχεια παίρνουµε το τελευταίο στοιχείο που εµφανίζεται στην τοµή. Εδώ όπως βλέπουµε συµπίπτει
µε το µεγαλύτερο στοιχείο της τοµής(δηλ. το 2) που είναι και ο ζητούµενος Μ.Κ.∆.

Last@%D

2
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Μπορούµε να βάλουµε όλα τα παραπάνω µέσα σε µια και µόνο συνάρτηση:

megkoinosDiairetis@m_Integer, n_IntegerD :=

Last@Intersection@Divisors@mD, Divisors@nDDD

megkoinosDiairetis@24, 14D

2

Μπορεί επίσης να δοθεί και ένας  αναδροµικός ορισµός της GCD χρησιµοποιώντας την ταυτότητα: 

GCD@m, nD « GCD@n, Mod@m, nDD

GCD@m, nD == GCD@n, Mod@m, nDD

Ο αναδροµικός ορισµός θα δοθεί µετην myGCD στην επόµενη ενότητα. Όπως ήδη αναφέραµε το Mathemat-
ica αδυνατεί να  αποδείξει την ταυτότητα παρόλο που για κάθε συγκεκριµένες τιµές ισχύει π.χ.

GCD@24, 14D == GCD@24, Mod@24, 14DD

True

Το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο κάποιων αριθµών βρίσκεται µε το LCM.

LCM@−2, −3, −5D

30

Φυσικά µπορούµε να το ορίσουµε χρησιµοποιώντας το GCD πού ήδη είδαµε ως εξής:

myLCM@m_, n_D := Abs@m ∗nDêGCD@m, nD

myLCM@−2, −3D

6

Το Abs δίνει την απόλυτη τιµή.

3.9 Αναδροµικοί ορισµοί στο Mathematica
Κάθε αναδροµικός ορισµός αποτελείται απο τις  αρχικές(οριακές)συνθήκες και απο το κυρίως σώµα. Π.χ 
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myGCD@m_, 0D := m
myGCD@m_, n_D := myGCD@n, Mod@m, nDD

myGCD@24, 14D

2

Χρειάζεται  ιδιαίτερη  προσοχή  όταν  ορίζουµε  αναδροµές.  Έτσι  για  παράδειγµα  αν  θα  τρέξουµε  το
myGCD[4.,2]  θα   πέσουµε  σε  ατέρµονα  loop!(Φταίει  ότι  το  4.  δεν  είναι  ακέραιος.  Για  να  σταµατήσει  να
τρέχει  το  πρόγραµµα   πατάµε  Αlt  +  )  Θα  έπρεπε  τα  m,n  να  δηλωθούν  ως  ακέραιοι:
myGCD[m_Ιnteger,0]:=m και myGCD[m_Integer,n_Integer]:=
myGCD[n,Mod[m,n]].  Ένας ισοδύναµος τρόπος για να δηλωθούν τα m και n ως ακέραιοι είναι ο παρακάτω

Clear@myGCDD
myGCD@m_, 0D ê; IntegerQ@mD := m
myGCD@m_, n_D ê; IntegerQ@nD && IntegerQ@mD :=

myGCD@n, Mod@m, nDD

8myGCD@24, 14D, myGCD@24., 14D<

82, myGCD@24., 14D<

To  /;   δηλώνει  τις   συνθήκες  που  πρέπει  να  ικανοποποιούνται  απαραίτητα  για  να  ισχύει  ο  ορισµός.  Το
IntegerQ[n] δίνει true αν το n είναι ακέραιος. Το && είναι το σύµβολο της σύζευξης στο Mathematica. Το
myGCD[24.,14]δεν υπολογίσθηκε διότι το 24. είναι Real.

Ένα  άλλο  παράδειγµα  αναδροµικού  ορισµού  µπορεί  να  δοθεί  για  την  κατασκευή  µιας  ακολουθίας.  Π.χ  η
ακολουθία 1,1,2,3,5,..  που κάθε όρος της είναι το άθροισµα των δύο προηγούµενων λέγεται ακολουθία του
Fibonacci και δίνεται στο Mathematica µε την χρήση της ενσωµατωµένης συνάρτησης Fibonacci π.χ.

8Fibonacci@1D, Fibonacci@2D,
Fibonacci@3D, Fibonacci@4D, Fibonacci@5D<

81, 1, 2, 3, 5<

Ένας αναδροµικός ορισµός θα µπορούσε να είναι ο
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Remove@myFibD
myFib@1D := 1;H∗ πρώτη αρxική συνθήκη ∗L
myFib@2D := 1; H∗δεύτερη αρxική συνθήκη ∗L
myFib@n_IntegerD := myFib@n − 1D + myFib@n − 2D

myFib@4D

3

O   παραπάνω  αναδροµικός  ορισµός  δεν  είναι  και  ιδιαίτερα  καλός  διότι  θα  αναγκαστεί  ο  υπολογιστής  να
κρατησει  πολλές  φορές   κάθε  προηγούµενο  όρο.  Αυτό  το  διαπιστώνουµε  χρησιµοποιώντας  την  εντολή
Τrace. 

Trace@myFib@5DD

8myFib@5D, myFib@5 − 1D + myFib@5 − 2D,
885 − 1, 4<, myFib@4D, myFib@4 − 1D + myFib@4 − 2D,
884 − 1, 3<, myFib@3D, myFib@3 − 1D + myFib@3 − 2D,
883 − 1, 2<, myFib@2D, 1<, 883 − 2, 1<, myFib@1D, 1<, 1 + 1, 2<,

884 − 2, 2<, myFib@2D, 1<, 2 + 1, 3<, 885 − 2, 3<, myFib@3D,
myFib@3 − 1D + myFib@3 − 2D, 883 − 1, 2<, myFib@2D, 1<,
883 − 2, 1<, myFib@1D, 1<, 1 + 1, 2<, 3 + 2, 5<

Παρατηρούµε  ότι  το  myFib[2]  έχει  εµφανιστεί  3  φορές  στον  υπολογισµο  του  myFib[5]  όπως  εύκολα
βλέπουµε µε το Trace[myFib[5],myFib[_]]

8Trace@myFib@5D, myFib@_DD,
TimeConstrained@myFib@200D, 1.5D, Timing@Fibonacci@200DD<

88myFib@5D,
8myFib@4D, 8myFib@3D, 8myFib@2D<, 8myFib@1D<<, 8myFib@2D<<,
8myFib@3D, 8myFib@2D<, 8myFib@1D<<<, $Aborted,

80. Second, 280571172992510140037611932413038677189525<<

 Ακόµα βλέπουµε ότι το myFib[200] είναι αδύνατον να υπολογιστεί σε λιγότερο απο 1.5 δευτερόλεπτα(αυτό
σηµαίνει  το  $Aborted)  ενώ  το  Fibonacci[200]  υπολογίστηκε  σε  0.  Second  δηλ.  σχεδόν  σε  µηδενικό  χρόνο
και  να  φανταστείται  ότι  το  MyFib[200]=280571172992510140037611932413038677189525.  Όλα  αυτά
δείχνουν  καθαρά  ότι  ο  ορισµός  που  δώσαµε  δεν  είναι  τόσο  γρήγορος.   Για  αυτό  το  λόγο  επιλέγουµε  ένα
καλύτερο  ορισµό  τον  newFib που  υπολογίζει  την  ακολουθία  από  κάτω  πρός τα πάνω δηλ. βρίσκουµε κάθε
φορά την επόµενη τιµή ξεκινώντας απο τις αρχικές χωρίς επαναλήψεις υπολογισµών. 
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newFib@1D := 1;
newFib@n_D :=

Module@8x = 0, y = 1<, Do@8x, y< = 8y, x + y<, 8n − 1<D; yD

Timing@newFib@200DD

80. Second, 280571172992510140037611932413038677189525<

Τελειώνουµε  µε  ένα  παράδειγµα  κακού  αναδροµικού  ορισµού.  Οι  κανόνες  εκτελούνται  µε  την  σειρά  που
τους  δίνοµε.  ∆εν  πρέπει  να  υπάρχουν  επικαλύψεις   των  αρχικών  συνθηκών  όπως  συµβαίνει  π.χ  µε  τον
υπολογισµό του bad[0,0] παρακάτω ή να υπάρχει  loop στο κυρίως σώµα της αναδροµής όπως συµβαίνει π.χ
µε  τον  υπολογισµό  του  badgcd[Mod[9,15],15]]  .  Ένας  κακός  αναδροµικός  ορισµός  σίγουρα  δεν  θα
δουλέψει!

badgcd@a_, 0D := a
badgcd@0, b_D := b
badgcd@a_, b_D := badgcd@Mod@a, bD, bD

badgcd@24, 15D

— $IterationLimit::itlim :  Iteration limit of 4096 exceeded.

Hold@badgcd@Mod@9, 15D, 15DD

3.10 Επίλυση ∆ιοφαντικών εξισώσεων
Όταν  λέµε  διοφαντική  εξίσωση  εννοούµε  µια  συνηθισµένη  γραµµική  εξίσωση  όπου  οι  άγνωστοι  µπορούν
να  παάρουν  µόνο  ακέραιες  λύσεις.  Π.χ  ax+by=c.  Σε  αυτέ  τις  περιπτώσεις  για  να  υπάρχει  λύση  θα  πρέπει
απαραίτητα  ο  Μ.Κ.∆  των  συντελεστών  των  αγνώστων  να  διαιρεί  το  c.  ∆ηλ  θα  πρέπει  µε  ορολογία  του
Mathematica  το  Mod[c,GCD[a,b]]=0.  Π.χ  για  c=GCD[a,b]  η  εξίσωση  ax+by=GCD[a,b]  έχει  σίγουρα  µια
ακέραια  λύση  {m,n}  δηλ.   am+bn=GCD[a,b].  Το  Mathematica  µας  δίνει  την  δυνατότητα  να  βρούµε
συγχρόνως  το  GCD[a,b]  και  µια  ειδική  λύση  {m,n}  της  παραπάνω  εξίσωσης.  Η  συνάρτηση  για  αυτό  το
σκοπό είναι η ExtendedGCD. π.χ 

ExtendedGCD@12, 7, 245D

81, 83, −5, 0<<

∆ηλαδή ΜΚ∆=1 και η διοφαντική εξίσωση 12m+7n+245r=1 έχει µια λύση {m,n,r}={3,-5,0}.  Φυσικά ίσως
να υπάρχουν  και  άλλες  ακέραιες  λύσεις.  Με  την  χρήση της If µπορούµε να τσεκάρουµε  αν  µια διοφαντική
εξίσωση έχει λύση. Ακολουθούν κάποια παραδείγµατα. 
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If@Mod@16, GCD@12, 8DD « 0,
" η εξίσωση έxει ακέραια λύση", "καµµία ακέραια λύση"D

η εξίσωση έxει ακέραια λύση

If@Mod@16, GCD@12, 3, 15DD « 0,
" η εξίσωση έxει ακέραια λύση", "καµµία ακέραια λύση"D

καµµία ακέραια λύση

Με άλλα λόγια η 16=12m+8n έχει ακέραιες λύσεις ενώ η 16=12x+3y+15z δεν έχει.
Ειδικά  όταν  έχουµε  δυο  αγνώστους  -  την  x  και  y-τότε  µπορούµε  εύκολα  να  βρούµε  την  γενική  λύση  ώς
εξής:  Ορίζουµε  κατ'αρχήν  d=GCD[a,b].  Έστω  ότι  d/c  και  m,n  είναι  µια  ακέραια  λύση  της  am+bn=d.
Πολλαπλασιάζουµε  και  τα  δύο  µέλη  µε  τον  ρητό  c/d  και  παίρνουµε
ax0 + by0 = c όπου x0 = HcêdL m και y0 = HcêdL n.Τώρα  µπορούµε  να  πάρουµε  µια  γενική
ακέρια  λύση  σύµφωνα  µε  τον  τύπο  x = x0 + bt, y = y0 − at  όπου  t  είναι  µια  παράµετρος  µε  ακέραιες
τιµές. Όλα τα παραπάνω υλοποιούνται ορίζοντας την συνάρτηση diofantine.

diofantine@a_Integer, b_Integer, c_IntegerD
H∗ λύση της ax+by=c ∗L := H8d, 8m, n<< = ExtendedGCD@a, bD;
H∗Τα m και n ικανοποιούν την am+bn=

d όπου d είναι o ΜΚ∆ των a,b ∗LIf@Mod@c, dD « 0,
8HcêdL m + b t, HcêdL n − a t<, "δεν έxει ακέραια λύση"DL

8diofantine@12, 7, 245D, diofantine@12, 8, 245D<

88735 + 7 t, −1225 − 12 t<, δεν έxει ακέραια λύση<

Με άλλα λόγια η 12x+7y=245 έχει λύσεις τις  {735+7 t,-1225-12 t} ενώ η 12x+8y=245 δεν έχει.
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m = diofantine@12, 7, 245D
m = m ê. t → 100;
x = First@mD
y = Last@mD
12 x + 7 y « 245

8735 + 7 t, −1225 − 12 t<

1435

−2425

True

To /.  είναι  σύµβολο  της  αντικατάστασης.  Με  m=m/.tØ100 αντικαταστήσαµε  την  tµε  100 στο  τύπο  του   m
και  το  αποτέλεσµα  (το  ζευγάρι  1435,  -2425 µπήκε  στο  m. Στην  συνέχεια  βρίσκουµε  τα  αντίστοιχα  x,y και
κάνουµε την δοκιµή. Το ερωτηµατικό ; στην m=m/.tØ100; σηµαίνει ότι δεν θέλουµε να "εκτυπώσουµε" το
m στην οθόνη µας αλλά απλώς να γίνουν οι πράξεις "σιωπηλά". 

3.11 Λύνοντας εξισώσεις  µε modulus
Στην  θεωρία  αριθµών  συναντάµε  εξισώσεις  και  συστήµατα  µε  modulus.  Για  παράδειγµα  2x-3y+z=11(mod
5). Εδώ ζητάµε ακέραιες λύσεις   για τα x,y,z που παίρνουν τιµές 0,1,2,3 και 4. Τέτοιες γραµµικές εξισώσεις
αντιµετωπίζονται  µε  την  χρήση  της  LinearSolve  ή  της  Solve  όπως  βλέπουµε  στα  παραδείγµατα.  Αν  η
εξίσωση ή οι εξισώσεις δεν είναι γραµµικές τότε θα πρέπει να χρησιµοποίσουµε  την  Solve.

H∗Μια λύση της εξίσωσης 2 x−3 y+z=11 Hmod 5L ∗L
a = 882, −3, 1<<; b = 811<; LinearSolve@a, b, Modulus → 5D

83, 0, 0<

Solve@2 x − 3 y + z « 11 && Modulus « 5, 8x<D
H∗ ζητάµε η εξίσωση να λυθεί ως προς το x ∗L

88Modulus → 5, y → 3 + 4 x + 2 z<<

Solve@2 x2 − 3 y + z « 11 && Modulus « 5, 8y<D
H∗ ΜH γραµµική. Εδώ ζητάµε η εξίσωση να λυθεί ως προς y∗L

88Modulus → 5, y → 3 + 4 x2 + 2 z<<
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Αν χρησιµοποιούµε την έκδοση 5 του Mathematica τότε θα µπορούσαµε να αντικαταστήσουµε την Solve µε
την Reduce και να γράφαµε.

Reduce@2 x^2 − 3 y + z « 11, 8x, y, z<, Modulus −> 5D

Ειδικά  σε  περιπτώσεις  της  µορφής  a*x-b=0(mod  m)  θα  µπορούσαµε  απλά  να  γράφαµε  Solve[ax==b  &&
Modulus==m,  x]  για  να  βρούµε  το  x.  Άλλος  τρόπος  θα  ήταν  να  πολλαπλασιάζαµε  και  τα  δυο  µέλη  της
a*x=b(mod m) µε  το  d= a−1(mod m) δηλ.  µε  τον  αντίστροφο  του  a  .  Στο  Mathematica αυτό  βρίσκεται  µε
την  συνάρτηση  PowerMod  δηλαδή   d=PowerMod[a,-1,m].  Οπότε  το  ζητούµενο  x=d*b(mod  m).  Για  να
λύσουµε για παράδειγµα την 5x=3(mod 7) γράφουµε 

d = PowerMod@5, −1, 7D;H∗ εύρεση του 5−1 H mod 7L ∗L
x = Mod@d 3, 7DH∗ x= d∗3 Hmod 7L ∗L

2

Τελειώνουµε  µε  την  περίπτωση  που  έχουµε  σύστηµα  γραµµικών  εξισώσεων  µε  διαφορετικά  mod  και  ένα
άγνωστο π.χ x ª 0 mod 4, x ª 1 mod 9, και x ª 2 mod 121. Τότε µπορούµε να χρησιµοποίσουµε την Chinese-
Remainder.  Π.χ  γράφοντας   ChineseRemainder[{0,  1,  2},  {4,  9,  121}]   όπου  η  λίστα  {0,1,2}  είναι  οι
σταθερές και {4,9,121} τα modulus παίρνουµε την λύση x=244

<<NumberTheory`NumberTheoryFunctions`
ChineseRemainder[{0, 1, 2}, {4, 9, 121}]

244

Προσέξτε ότι χρειάστηκε να καλέσουµε πρώτα το πακέτο <<NumberTheory`NumberTheoryFunctions` πριν
καλέσουµε την  ChineseRemainder.
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Κεφάλαιο 4ο: Γραµµική Άλγεβρα

ΌpwV  xέroum¶  έnaV  pίnakaV  ¶isάg¶tai  ¶ίt¶  m¶  ta  stoic¶ίa  tou  ¶ίt¶  m¶  crήsh  thV  Table ¶ίt¶
m¶ crήsh thV Array.

a = 881, 3, 2<, 84, 0, −1<<
b = Table@i^j, 8i, 3<, 8j, −1, 2<D
c = Array@#1^#2 &, 83, 4<D

881, 3, 2<, 84, 0, −1<<

981, 1, 1, 1<, 9 1
¡¡¡¡
2
, 1, 2, 4=, 9 1

¡¡¡¡
3
, 1, 3, 9==

881, 1, 1, 1<, 82, 4, 8, 16<, 83, 9, 27, 81<<

To  Array[#1^#2&,{3,4}]  parάg¶i  3  grammέV  m¶  4  stήl¶V  kai  stoic¶ίa  a@i, jD = i j.   Gia  na  parάgoum¶
akribώV to b qά prέp¶i na grάyoum¶ 

Clear@cD
c = Array@#1^#2 &, 83, 4<, 81, −1<D

981, 1, 1, 1<, 9 1
¡¡¡¡
2
, 1, 2, 4=, 9 1

¡¡¡¡
3
, 1, 3, 9==

To {1,-1}sta dexiά shmaίn¶i όti h prώth sunt¶tagmέnh x¶kinά¶i m¶ to 1 kai h d¶ύt¶rh m¶ to -1. P.c

Clear@cD
c = Array@d, 83, 4<, 81, −1<D

88d@1, −1D, d@1, 0D, d@1, 1D, d@1, 2D<,
8d@2, −1D, d@2, 0D, d@2, 1D, d@2, 2D<,
8d@3, −1D, d@3, 0D, d@3, 1D, d@3, 2D<<

Fusikά, antί thV Array mporoύm¶ na
crhsimopoiήsoum¶ thn Table s¶ kάq¶ p¶rίptwsh.
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4.1 Baqmίda dianusmάtwn kai baqmίda (tάxh) pίnaka
Baqmίda  twn  dianusmάtwn  v1, v2, ..., vn onomάzoume  thn  diάstash  tou  grammikoύ  cώrou  pou
parάgetai  apo  touV  grammikoύV  sunduasmoύV  twn  dianusmάtwn  autώn.  Gia  na  broύm¶  thn  baqmίda
kάpoiwn dianusmάtwn ¶kt¶loύm¶ stoic¶iώd¶iV grammoprάx¶iV ston pίnaka me grammέV ta dianύsmata
autά(metάqesh,  prόsqesh  ήajaίresh   kάpoiaV  grammήV  se  mia  άllh  k.o.k)  έtsi  ώst¶  oi  t¶l¶utaί¶V
grammέV  na  gίnoun  mhd¶nikέV  kai  kάqe  mh  mhdenikήgrammήna  xekinάei  me  monάda-  thn  monάda  odhgό.  Oi
grammoprάx¶iV ¶kt¶loύntai m¶ thn sunάrthsh RowReduce.  To plήqoV twn mh mhdenikώn grammώn pou
prokύptoun eίnai h zhtoύmenh baqmίda.

RowReduce@aD
RowReduce@bD

991, 0, −
1
¡¡¡¡
4
=, 90, 1,

3
¡¡¡¡
4
==

881, 0, 0, 6<, 80, 1, 0, −11<, 80, 0, 1, 6<<

Den  emjanίzontai  mhdenikέV  grammέV.  H  baqmίda  touV  eίnai  ίsh  me  3.   Άra  kai  stiV  dύo  p¶riptώs¶iV
έcoum¶  an¶xάrthta  dianύsmata stiV  grammέV  twn  a,b.   An  prosqέsoum¶  sthn  a to  diάnusma  {2,6,4}
tόt¶ cάn¶tai h gram. an¶xarthsίa:

d = Append@a, 82, 6, 4<D
d êê MatrixForm
RowReduce@dD

881, 3, 2<, 84, 0, −1<, 82, 6, 4<<

i

k

jjjjjjj
1 3 2
4 0 −1
2 6 4

y

{

zzzzzzz

991, 0, −
1
¡¡¡¡
4
=, 90, 1, 3

¡¡¡¡
4
=, 80, 0, 0<=

H  mhdenikήgrammήdeίcnei  thn  grmmikήexάrthsh  twn  grammώn  tou  pίnaka  d  (h  trίth  grammήeίnai  2
jorέV thn  1h)

H  tάxh   enόV  pίnaka  d  ¶ίnai  ίsh  m¶  to  plήqoV  twn  mh  mhd¶nikώn  grammώn  tou  RowReduce[d].  Sthn
p¶rίptwsh maV loipόn ¶ίnai ίsh m¶ 2.  Άra  mόno duo ap'autέV tiV gramm¶V ¶ίnai gr. an¶xάrtht¶V.

Parάd¶igma: Dίn¶tai έnaV 5Χ5 pίnakaV a m¶ grammέV 
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x = 81, 2, −1, 0, 1<; y = 82, 1, 0, 1, 3<; z = 80, 3, −2, −1, −1<;
t = 82, 4, −2, 0, 2<; s = 84, 5, −2, 1, 5<;

Diapistώs¶t¶  όti  oi  grammέV  ¶ίnai  gr.  ¶xarthmέn¶V  kai  sthn  sunέc¶ia  na  br¶q¶ί  έnaV  mh  mhdenikόV
grammikόV sunduasmόV touV pou na maV dίn¶i to mhd¶nikό diάnusma. 

Lύsh:  Qa  crhsimopoiήsoum¶  thn  RowReduce  gia  na  doύm¶  όti  ¶ίnai  gr.  ¶xarthmέna  kai  sthn
sunέc¶ia  thn  Reduce  ήthn  LinearSolve  gia  na  lύsoum¶  to  sύsthma  a.w=={0,0,0,0,0}.  H
Reduce[¶xisώs,m¶tabl] aplopoi¶ί tiV ¶xisώs(oi ¶xisώs mpor¶ί na p¶rilambάnoun kai anisώs¶iV) wV
proV  tiV  m¶tabl.  Oi  ¶xisώs¶iV  pou  prokύptoun  ¶ίnai  isodύnam¶V  m¶  tiV  arcikέV.  H
Reduce[¶xisώs,m¶tabl,p¶dίo] p¶riorίz¶i thn aplopoίhsh sto p¶dίo(p.c p¶dίo=Integers)

Clear@aD; a = 8x, y, z, t, s<; RowReduce@aD

991, 0,
1
¡¡¡¡
3
,

2
¡¡¡¡
3
,

5
¡¡¡¡
3
=, 90, 1, −

2
¡¡¡¡
3
, −

1
¡¡¡¡
3
, −

1
¡¡¡¡
3
=,

80, 0, 0, 0, 0<, 80, 0, 0, 0, 0<, 80, 0, 0, 0, 0<=

Άra ¶ίnai gr. ¶xarthmέneV kai h tάxh tou pίnaka  a ¶ίnai ίsh m¶ 2

Reduce@w0 x + w1 y + w2 z + w3 t + w4 s « 0, 8w0, w1, w2, w3, w4<D

w0 == −2 Hw2 + w3 + w4L && w1 == w2 − w4

Όmoia m¶ thn crήsh thV LinearSolve

LinearSolve@a, 80, 0, 0, 0, 0<D

80, 0, 0, 0, 0<

Parathroύm¶ thn diajorά. H LinearSolve maV έdws¶ mόno mίa lύsh, thn mhdenikή!

4.2 Grammikά sustήmata 
Έstw  όti   έcoum¶  έna  grammikό  sύsthma  thV  morjήV  A.C=B όpou   A  ¶ίnai  έnaV  mΧn pίnakaV  kai  B
¶ίnai  έnaV  mΧ1 pίnakaV.  To  m eίnai  to  plήqoV  twn  exisώsewn  kai  to  n  twn  agnώstwn.   Gia  na  έc¶i
lύsh qa prέp¶i h tάxh tou A na ¶ίnai ίsh m¶ thn tάxh tou ¶pauxhmέnou pίnaka (A|B).
p.c gia to sύsthma -2x+y+z=1, x-2y+z=-2, x+y-2z=4 έcoum¶:
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A = 88−2, 1, 1<,
81, −2, 1<,

81, 1, −2<<; B = 81, −2, 4<;
epayx = 88−2, 1, 1, 1<, 81, −2, 1, −2<, 81, 1, −2, 4<<
RowReduce@AD
RowReduce@epayxD

88−2, 1, 1, 1<, 81, −2, 1, −2<, 81, 1, −2, 4<<

881, 0, −1<, 80, 1, −1<, 80, 0, 0<<

881, 0, −1, 0<, 80, 1, −1, 0<, 80, 0, 0, 1<<

Parathroύm¶ όti oi dύo pίnak¶V d¶n έcoun thn ίdia baqmίda(tάxh) άra to sύsthma ¶ίnai adύnaton. 

Autό mproroύm¶ na ton diapistώsoum¶ kai m¶ άllo trόpo: ZhtώntaV m¶ thn LinearSolve  na lύsei to
sύsthma:

LinearSolve@A, BD

— LinearSolve::nosol :  Linear equation encountered which has no solution.

LinearSolve@88−2, 1, 1<, 81, −2, 1<, 81, 1, −2<<, 81, −2, 4<D

Eidikά  sthn  p¶rίptwsh  pou  o  A  ¶ίnai  έnaV  t¶tragwnikόV  pίnakV  tόt¶  upάrc¶i  h  p¶rίptwsh  miaV  kai

monadikήV  lύshV.  Autό  qa  sumb¶ί  όtan   o  A  kai  o  ¶pauxhmέnoV  έcoun  tάxh  akribώV  ish  m¶  thn
diάstash tou A dhl. m¶ to plήqoV grammώn tou. Bέbaia gia t¶tragwnikoύV A upάrc¶i kai to kritήrio
thV ourίzousaV: Άn h det[A] ¶ίnai mh mhd¶nikήtόt¶ kάq¶ grammikό sύsthma A.C=B έc¶i όpwV xέroum¶

mia monadikή lύsh thn C = A-1 B. P.c o pίnakaV 
i

k

jjjjjjj
2 −1 3
1 3 −2

−1 11 −12

y

{

zzzzzzzd¶n ¶ίnai antistrέyimoV:  

Clear@AD

A =
i

k

jjjjjjj
2 −1 3
1 3 −2

−1 11 −12

y

{

zzzzzzz; Det@AD

0

opόt¶ έna opoiodήpot¶ sύsthma m¶ pίnaka sunt¶l¶stώn ton A p.c A.X=
i

k

jjjjjjj
1
2
4

y

{

zzzzzzzd¶n έc¶i monadikήlύsh:
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Clear@x, y, zD
Reduce@A.8x, y, z< « 81, 2, 4<, 8x, y, z<D

x ==
1
¡¡¡¡
7

H5 − 7 zL && y ==
1
¡¡¡¡
7

H3 + 7 zL

Solve@A.8x, y, z< « 81, 2, 4<, 8x, y, z<D

— Solve::svars :  Equations may not give solutions for all "solve" variables.

99x →
5
¡¡¡¡
7

− z, y →
3
¡¡¡¡
7

+ z==

H Solve kai h Reduce eίnai scetikέV. H Reduce genikά upertereί diόti brίskei όleV tiV dunatέV lύseiV.

Άskhsh: Na jtiacteί mia sunάrthsh epayxhmenosMatrix[m_List,k_list] όpou m kai k eίnai dύo pίnakeV
kai  pou  qa  epistrέjei  ton  epauxhmέno  pίnaka  touV  dhl.  ton   pίnaka  m ston  opoίo  έcoume  episunάyei
sta  dexίa  twn  sthlώn  tou,  tiV  stήleV  tou  k.  Upόdeixh.  Crhsimopoieίste  katάllhla  thn  sunάrthsh
Append. 

4.3 Oi IdiotimέV kai ta idioduanύsmata ¶nόV pίnaka
Gia  na  broύm¶  ta  idioduanύsmata  ¶nόV  t¶tragwnikoύ  pίnaka  A  qa  prέp¶i  prώta  na  broύm¶  tiV
idiotimέV  tou  dhl.  tiV  rίz¶V  tou  carathristikoύ  poluwnύmou  tou  A.  X¶kinάm¶  m¶  έna  parάd¶igma.

Έstw  A=
i

k

jjjjjjj
3 −2 0

−2 3 0
0 0 5

y

{

zzzzzzz.Tόt¶  to  carakthristikό  poluώnumo  tou  ¶ίnai  ίso  m¶  Det[A-x  Identity-

Matrix[3]] όpou to IdentityMatrix[3]] ¶ίnai o tautotikόV pίnakaV 3Χ3

Clear@AD

A =
i

k

jjjjjjj
3 −2 0

−2 3 0
0 0 5

y

{

zzzzzzz

charPoly = Det@A − x IdentityMatrix@3DD
idiotimes = Solve@charPoly « 0, xD

883, −2, 0<, 8−2, 3, 0<, 80, 0, 5<<

25 − 35 x + 11 x2 − x3

88x → 1<, 8x → 5<, 8x → 5<<
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M¶ άlla lόgia έcoum¶ dύo idiotimέV thn r1 = 5kai thn r2 = 1pollaplόthtaV 2 kai 1 antίstoica.
ΈnaV pio ¶ύkoloV trόpoV na brίskoum¶ tiV idiotimέV ¶ίnai m¶ thn crήsh thV Eigenvalues:

Eigenvalues@AD

81, 5, 5<

Gia na broύm¶ mia lίsta m¶ ta antίstoica idioduanύsmata qa crhsimopoiήsoum¶ thn Eigenvectors:

Eigenvectors@AD

881, 1, 0<, 80, 0, 1<, 8−1, 1, 0<<

To  prόblhma  m¶  thn  Eigenvector  ¶ίnai  όti  d¶n  mporoύm¶  na  ¶ntopίsoum¶  apo  thn  apάnthsh  poiά
idioduanύsmata antistoicoύn s¶ mia idiotimή. Gia autό to lόgo qa crhsimopoiήsoum¶ thn NullSpace.
H NullSpace[m] maV dίn¶i thn bάsh tou cώrou twn lύs¶wn tou omog¶noύV sustήmatoV m.X=0. Opόt¶
m¶  NullSpace[A-lIdentityMatrix[n]]  (όpou  n  h  diάstash  tou  A)  paίrnoum¶   mia  bάsh  gia  ta
idionύsmata pou antistoicoύn sthn idiotimήl  p.c. 

bashΙdioxwroy@5D = NullSpace@A − 5 IdentityMatrix@3DD
bashΙdioxwroy@1D = NullSpace@A − 1 IdentityMatrix@3DD

880, 0, 1<, 8−1, 1, 0<<

881, 1, 0<<

Dhl. mia bάsh tou idocώrou (tou cώrou twn  idiodianusmάtwn)pou antistoic¶ί sthn l=5 ¶ίnai h  {{0,
0, 1}, {-1, 1, 0}} kai mia bάsh  tou idocώrou pou antistoic¶ί sthn l=1 ¶ίnai h {{1,1,0}}. T¶l¶iώnoum¶
thn ¶nόthta m¶ to anajέroum¶ όti m¶ thn sunάrthsh CharacteristcPolynomial mporoύm¶ cwrίV kόpo na
broύm¶ to carakthristikό poluώnumo:

Clear@tD
CharacteristicPolynomial@A, tD

25 − 35 t + 11 t2 − t3
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4.4 H diagwnopoίhsh ¶nόV t¶tragwnikoύ pίnaka 
H diagwnopoίhsh ¶nόV pίnaka A έc¶i scέsh m¶ tiV idiotimέV tou kai m¶ touV antίstoicouV idiόcwrouV.
Eίnai  gnwstό  apo  thn  q¶wrίa  όti  o  A  diagwnopoi¶ίtai  (dhl.  upάrcei  έnaV  antistrέyimoV  pίnakaV  P
kai έnaV diagώnioV D έtsi   ώste  D=Invrse[P].A.P) ann h pollaplόthta  thV opoiasdήpote idiotimήV l
tou  A  sumpίpt¶i  m¶  thn  diάstash  tou  antίstoicou  idiocώrou  thV.   Άn  kάti  tέtoiο  iscύ¶i  tόt¶   o  A
diagwnopoi¶ίtai kai o D  έc¶i  sthn diagώnio tiV idiotimέV kai o P έcei stiV stήleV tou ta antίstoica
idioduanύsmata p.c

P1 = Eigenvectors@AD
P = Transpose@P1D
Inverse@PD
diagwnios = Inverse@PD.A.P êê MatrixForm

881, 1, 0<, 80, 0, 1<, 8−1, 1, 0<<

881, 0, −1<, 81, 0, 1<, 80, 1, 0<<

99 1
¡¡¡¡
2
,

1
¡¡¡¡
2
, 0=, 80, 0, 1<, 9−

1
¡¡¡¡
2
,

1
¡¡¡¡
2
, 0==

i

k

jjjjjjj
1 0 0
0 5 0
0 0 5

y

{

zzzzzzz

M¶ thn ¶ukairίa na anajέroum¶ όti h DiagonalMatrix[d]dίn¶i έna diagώnio pίnaka m¶ diagώnio d. p.c

DiagonalMatrix@Eigenvalues@ADD êê MatrixForm

i

k

jjjjjjj
1 0 0
0 5 0
0 0 5

y

{

zzzzzzz

O  antistrέyimoV  pίnakaV  P  me  thn  idiόthta  P.diagwnios.Inverse[P]=A  den  upάrcei  pάnta  για  κάθε
πίνακα  Α.  Autό  pou  eίnai  gnwstό  apo  thn  Grammikή'Algebra  eίnai  όti  upάrcoun  dύo  pίnakeV  R kai  Q
kai έnaV diagώnioV D =Diagonal[m] έtsi ώste: 
A=Transpose[R].D.Q. Oi  pίnakeV  autoί  mporoύme  na  touV  broύme me thn  sunάrthsh  SingularValues[A].
H  SingularValues[A]  epistrέjei  έna  pίnaka   me  stoiceίa  {R,m,Q}.  Gia  na  crhsimopoiήsoume  thn
SingularValues[A] prέpei ta stoiceίa tou A  na dίnontai me upodiastolή! Parάdeigma:

Linear_Algebra.nb 7



N@AD
b = SingularValues@N@ADD

883., −2., 0.<, 8−2., 3., 0.<, 80., 0., 5.<<

888−0.707107, 0.707107, 0.<,
80., 0., 1.<, 8−0.707107, −0.707107, 0.<<,

85., 5., 1.<, 88−0.707107, 0.707107, 0.<,
80., 0., 1.<, 8−0.707107, −0.707107, 0.<<<

N@AD « Transpose@b@@1DDD.DiagonalMatrix@b@@2DDD.b@@3DD
b@@1DD êê MatrixForm
DiagonalMatrix@b@@2DDD êê MatrixForm
b@@3DD êê MatrixForm

True

i

k

jjjjjjj
−0.707107 0.707107 0.

0. 0. 1.
−0.707107 −0.707107 0.

y

{

zzzzzzz

i

k

jjjjjjj
5. 0 0
0 5. 0
0 0 1.

y

{

zzzzzzz

i

k

jjjjjjj
−0.707107 0.707107 0.

0. 0. 1.
−0.707107 −0.707107 0.

y

{

zzzzzzz

Parathroύme όti sthn perίptwsh pou έnaV pίnakaV A diagwnopoieίtai tόte o Transpose[R] kai o Q pou
dίnei h SingularValues  sumpίptoun! 

4.5 Εύρεση δυνάµεων πινάκων
Η διαγωνοποίηση είναι χρήσιµη για την γρήγορη εύρεση δυνάµεων τετραγωνικών πινάκων. Για παράδειγµα
στο   παραπάνω  παράδειγµα  υψώνοντας  τις  ιδιοτιµές  στην  διαγώνιο  εις  την  10η   µπορούµε  να  βρούµε  την
10η δύναµα του Α: Α10 = P.DiagonalMatrix@8110, 510, 510<D.Inverse@PD
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P.DiagonalMatrix@8110, 510, 510<D.Inverse@PD êê MatrixForm

i

k

jjjjjjj
4882813 −4882812 0

−4882812 4882813 0
0 0 9765625

y

{

zzzzzzz

Με την ευκαιρία να αναφέρουµε ότι µε A^10παίρνουµε

A^10

8859049, 1024, 0<, 81024, 59049, 0<, 80, 0, 9765625<<

δηλ.  αποτέλεσµα  διαφορετικό  απο  αυτό  που  βρήκαµε  πριν.  Αυτό  δεν  σηµαίνει  ότι  έχουµε  κάνει  λάθος
παραπάνω. Οφείλεται στο γεγονός ότι  στο Mathematica ο πολλαπλασιασµός Α*Α δεν είναι ο γνωστός  µας
πολλαπλασιασµός  πινάκων.  Ο  γνωστός  µας  πολλαπλασιαµός  πινάκων  γίνεται   µε  το  Dot[A,B]  που
συµβολίζεται  απλά  µε  A.B  Γενικά    την  n-ιοστή  δύναµη  του  πίνακα  Α  µπορούµε  να  την  ορισουµε
αναδροµικά ή  αλλιώς µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την συνάρτηση Nest π.χ

pollaplasiasmos@a_D := A.a
Nest@pollaplasiasmos, A, 9D

884882813, −4882812, 0<, 8−4882812, 4882813, 0<, 80, 0, 9765625<<

?Nest

Nest@f, expr, nD gives an
expression with f applied n times to expr.

∆ηλαδή  η  Nest  επιστρέφει  το  f(f(...f(expr))...)))  όπου  το  f  έχει  εφαρµοστεί  n  φορές  στην  expr.  Στην
προηγούµενη χρήση του Nest εφαρµόσαµε  9 φορές το pollaplasiasmos διότι ήδη µέσα στο pollaplasiasmos
υπάρχει ήδη 1 εφαρµογή του πολλαπλασιασµού µε τον Α.

4.6 Allagή thV bάshV tou Ñn

Έstw όti maV dίnoun  duo  bάs¶iV tou  Ñn. Tόt¶  to pιrasma apo thn mίa bάsh sthn άllh  p¶rigrάj¶tai
m¶  ιna  antistrιyimo  pίnaka  P  pou  lιg¶tai  pίnakaV  m¶tάbashV.AV  doύm¶  ιna  parάd¶igma.  Dίn¶tai  mia

bάsh  B1tou   Ñ4kai  o  pίnakaV  metάbashV  apo  thn  sunήqh  bάsh  sthn  B1eίnai   o  P=

i

k

jjjjjjjjjjjjjj

1 1 0 -1
-1 2 1 0
2 -1 1 -2

-2 -2 0 3

y

{

zzzzzzzzzzzzzz
.

Na  breqoύn  oi  suntetagmιneV  tou  dianύsmatoV  {1,2,3,4}  sthn  paliά(sunήqh)  bάsh.  Apάnthsh:  Oi
suntetagmιneV eίnai to ginόmeno  P.{1,2,3,4}. ΆV doύme tiV prάxeiV
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P =

i

k

jjjjjjjjjjjj

1 1 0 −1
−1 2 1 0
2 −1 1 −2

−2 −2 0 3

y

{

zzzzzzzzzzzz

881, 1, 0, −1<, 8−1, 2, 1, 0<, 82, −1, 1, −2<, 8−2, −2, 0, 3<<

P.81, 2, 3, 4<

8−1, 6, −5, 6<

Oi  suntetagmέneV  tou   {1,0,0,0}  (dhl.  tou  prώtou  basikoύ  dianύsmatoV  thV  B1 Lsth  sunήqh  bάsh
einai:

P.81, 0, 0, 0<

81, −1, 2, −2<

Autή eίnai h prώth stήlh tou P. Όmoia diapistώnoume
όti oi stήleV tou P eίnai oi suntetagmέneV twn dianusmάtwn thV
nέaV bάshV wV proV thn sunήqh βάsh. AVdoύme to antrίstrojo
prόblhma : Dίnetai έna diάnusma me suntetagmέneV 8-1, 6, -5, 6< wV proV thn sunήqh

bάsh.PoiέV eίnai oi suntetagmέneV tou sthn nέa bάsh;
Skejtόmaste wV exήV epeidή  8−1, 6, −5, 6< = P.8x1, x2, x3, x4<

qa prέpei P−1.8-1, 6, -5, 6< = 8x1, x2, x3, x4<.

Inverse@PD.8−1, 6, −5, 6<

81, 2, 3, 4<
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dhl. autό  pou  perimέname . Genikά  qa  prέpei  o  pίnakaV  metάbashV  P  apό  mia  bάsh  se  mia  άllh  
na  eίnai  έnaV  antistrέyimoV  pίnakaV. AV  doύme  άllo  έna  parάdeigma : Dίnetai  h  bάsh  

B2 pou oi suntetagmέneV twn basikώn dianusmάtwn eίnai oi stήleV tou pίnaka  Q =

i

k

jjjjjjjjjjjj

-2 0 -2 1
-1 1 0 -2
1 2 -1 -1
-2 2 1 -2

y

{

zzzzzzzzzzzz
. Ajoύ deίxete όti prάgmati apoteloύn bάsh na breίte

ton pίnaka metάbashV apo thn B1 sth B2.

Apάnthsh : Kat ' arcήn qa elέgxoume thn orίzousa tou Q. An eίnai mh
mhdenikή tόte oi stήleV eίnai grammikώV anexάrthteV kai άra apoteloύn mia
bάsh. Gia na broύme ton pίnaka metάbashV apo thn B1 sth B2 brίskoume prώta
ton pίnaka metάbashV apo thn B1 sthn sunήqh HautόV eίnai o Inverse@PDL kai
apo thn sunήqh sthn B2 Hmέsw tou QL. Telikά o zhtoύmenoV eίnai o Inverse@PD.Q

Q =

i

k

jjjjjjjjjjjj

−2 0 −2 1
−1 1 0 −2
1 2 −1 −1

−2 2 1 −2

y

{

zzzzzzzzzzzz

88−2, 0, −2, 1<, 8−1, 1, 0, −2<, 81, 2, −1, −1<, 8−2, 2, 1, −2<<

Det@QD

25

Inverse@PD

99 13
¡¡¡¡¡¡¡
6

, −
1
¡¡¡¡
6
,

1
¡¡¡¡
6
,

5
¡¡¡¡
6
=, 9 5

¡¡¡¡
6
,

1
¡¡¡¡
6
, −

1
¡¡¡¡
6
,

1
¡¡¡¡
6
=,

9 1
¡¡¡¡
2
, 1

¡¡¡¡
2
, 1

¡¡¡¡
2
, 1

¡¡¡¡
2
=, 82, 0, 0, 1<=

MatrixForm@Inverse@PD.QD

i

k

jjjjjjjjjjjjjjj

− 17¡¡¡¡¡¡3
11¡¡¡¡¡¡6 − 11¡¡¡¡¡¡3

2¡¡¡¡3
− 7¡¡¡¡3

1¡¡¡¡6 − 4¡¡¡¡3
1¡¡¡¡3

−2 5¡¡¡¡2 −1 −2
−6 2 −3 0

y

{

zzzzzzzzzzzzzzz

Genikά  mporoύme  na  jtiάxoume  mia  sunάrthsh  me  eίsodo  duo  doqeίseV  bάseiV  V1, V2(ήna  to  poύme
kalύtera  me  eίsodo  tiV  suntetagmέneV  twn  basikώn  dianusmάtwn  twn  V1, V2  ώV  proV  thn  sunήqh
bάsh)kai qa maV epistrέjei ton pίnaka metάbashV apo thn mia sthn άllh.
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changeBasis@V1_List, V2_ListD :=

If@Det@V1D != 0, Inverse@Transpose@V1DD.Transpose@V2D,
"η αλλαγήβάσεως δεν είναι δυνατή"D

changeBasisA
i

k

jjjjjjjjjjjj

1 −1 2 −2
1 2 −1 −2
0 1 1 0

−1 0 −2 3

y

{

zzzzzzzzzzzz
,

i

k

jjjjjjjjjjjj

−2 −1 1 −2
0 1 2 2

−2 0 −1 1
1 −2 −1 −2

y

{

zzzzzzzzzzzz
E

99−
17
¡¡¡¡¡¡¡
3

,
11
¡¡¡¡¡¡¡
6

, −
11
¡¡¡¡¡¡¡
3

,
2
¡¡¡¡
3
=, 9−

7
¡¡¡¡
3
,

1
¡¡¡¡
6
, −

4
¡¡¡¡
3
,

1
¡¡¡¡
3
=,

9−2,
5
¡¡¡¡
2
, −1, −2=, 8−6, 2, −3, 0<=

Άskhsh:  O  prosarthmέnoV  pίnakaV(adjoint)  enόV  tetragwnikoύ  pίnaka  A  sumbolίzetai  me  adj[A]  kai
έcei  stoiceίa  ta  b@i, jD = H-1Li+ j D j, iόpou  me  D j, isumbolίzoume  thn  orίzousa  tou  A  όtan  apo  ton  A
ajaireqeί  h  j  grammήkai  h  i  stήlh.  Kataskeuάsete  mia  sunάrthsh  minorMatrix[m_List,i_Integer/;-
Positive[i],j_Integer/;Positive[j]] pou me eίsodo ta m, i,j  qa epistrέjei ton ellάsona pίnaka tou m cwrίV
thn  i  grammήkai  thn  j  stήlh.  Sthn  sunέceia  kataskeuάsete  thn  sunάrthsh  adjointMatrix[m]  pou  qa
epistrέjei  ton  prosarthmέno  pίnaka  tou  m  kai  dokimάste(  gia  έna  sugkekrimέno  m)an  iscύei  h
isόthta:
m.adjointMatrix[m]  ==Det[m].IdentityMatrix[Length[m]]==adjointMatrix[m].m  Upόdeixh:  Gia  thn
kataskeuήthV minorMatrix mporeίte na crhsimopoiήsete tiV sunartήseiV  Drop kai Part pou eίdame se
prohgoύmeno mάqhma.

4.7 GrammikέV sunartήseiV kai pίnakeV
Se autήn thn enόthta qa meletήsoume touV pίnakeV apo mia άllh skopiά. Kάqe pίnakaV A diastάsewn
mΧn orίzei mia  grammikήsunάrthsh  f :Ñn -> Ñmme  orismό  f @e]=A.{x1, .. xn}. (me   {x1, .. xn} ennooύme

tiV  suntetagmέneV  tou  dianύsmatoV  e  tou  Ñn  wV  proV  thn  sunήqh  bάsh  tou  Ñn.  Akόma  me   f[e]  den

ennooύme  kάpoio  diάnusma  e1tou  Ñmallά  tiV  suntetagmέneV  tou   e1  wV  proV  thn  sunήqh  bάsh  tou
Ñm ). Antίstroja kάqe grammikή f :Ñn -> Ñm antistoiceί se έna pίnaka A. AV doύme έna parάdeigma:

A =
i

k

jjjjjjj
2 3 −1
3 −1 2
1 2 3

y

{

zzzzzzz

882, 3, −1<, 83, −1, 2<, 81, 2, 3<<

tόte h sunάrthsh matrixToFunction pou orίzetai parakάtw ton metatrέpei se grammikήsunάrthsh:

matrixToFunction@m_ListD := m.Table@xi, 8i, Length@First@mDD<D
f = matrixToFunction@AD

82 x1 + 3 x2 − x3, 3 x1 − x2 + 2 x3, x1 + 2 x2 + 3 x3<
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To Length[First[m]] eίnai ίso me to plήqoV twn sthlώn tou m. Gia to antίstrojo prόblhma prέpei na
jtiάxoume  mia  sunάrthsh  functionToMatrix pou  na  maV  epistrέjei  ton  pίnaka  pou  krύbetai  pίsw apo
mia  grammikήsunάrthsh  f.  Gia  ton  skopό  autό  qa  creiastoύme  thn  Variables[f]  pou  epistrέjei  tiV
metablhtέV  thV  f  kai  thn  Coefficient[g,lίsta]  pou  dίnei  touV  suntelestέV  twn  metablhtώn(ήtwn
dunάmewn  metablhtώn) thV lίsta sthn sunάrthsh g. P.c

Coefficient@2 x + 5 y2, 8x<D
Coefficient@2 x + 5 y2, 8x, y<D
Coefficient@2 x + 5 y y, 8x, y^2<D

82<

82, 0<

82, 5<

Parathreίste όti sto poluώnumo 2 x +5 y2 o Coefficient tou y eίnai 0(kai όci 5 y) enώ tou y2eίnai 5! Η
functionToMatrix orίzetai wV ex'hV:

functionToMatrix@f_ListD :=

Table@Coefficient@f@@iDD, Variables@fDD, 8i, Length@fD<D
functionToMatrix@fD

882, 3, −1<, 83, −1, 2<, 81, 2, 3<<

Άskhsh: Dίnetai h grammikήsunάrthsh f(e)={x+2y, y-x,2x} όpou  x, y, z eίnai oi suntegmέneV tou e wV
proV  thn  sunήqh  bάsh.  Breίte  ton  tύpo   thV  f   όtan   allάxoume  thn  sunήqh  bάsh  tou  Ñ2sthn  bάsh
B = 8v1, v2< όpou   v1={1,1}  kai  v2 = 81, 2< kai thn  bάsh  tou  Ñ3(tou  pedίou  timώn  thV  f  )  sthn
B* = 8u1, u2, u3<όpou u1 = 81, 1, 1<, u2 = 81, 1, 0<, u3 = 81, 0, 0<. 

Upόdeixh: Έstw ena tucaίo diάnusma q grammέno wV proV thn bάsh B. Oi suntetagmέneV tou wV proV
thn  sunήqh  bάsh  eίnai  e* =8x*, y*, z*<=Transpose[B].q Όpόte   me  f He*L brίskome  tiV  suntetagmέneV  thV
eikόnoV(wV  proV  thn  sunήqh  bάsh)  kai  me  Inverse@Transpose@B*DD. f He*L  brίskoume  tiV  zhtoύmeneV
suntetagmέneV wV proV thn bάsh B*.
 ΆlloV  trόpoV:  έstw  A  o  pίnakaV  thV  f  wV  proV  tiV  sunήqeiV  bάseiV  kai   έstw  P  =  transpose[B]o
pίnakaV  metάbashV  apo  thn  sunήqh  bάsh  tou  Ñ2sthn  B  kai  έstw  Q = Transpose@B*Do  pίnakaV
metάbashV apo thn sunήqh bάsh tou  Ñ3sthn  B*. Tόte eίnai gnwstό apo thn qewrίa όti o pίnakaV thV
f wV   proV  tiV  bάseiV   B  sthn  B*eίnai  ίsoV  me  A* = Q-1.A.P.  Apo  edώ  mporoύme  eύkola  na  broύme  ton
nέo tύpo thV f me έna aplό pollaplasiasmό   f *HqL = A*.q
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Κεφάλαιο 5ο: Επίλυση εξισώσεων και 
συστηµάτων

5.1 Επίλυση εξισώσεων
Το Mathematica διαθέτει αρκετές συναρτήσεις για την επίλυση εξισώσεων. Αυτές είναι:

Solve[eqn, x] επιλύνει την εξίσωση eqn µε άγνωστο το x.

Reduce[eqn, x] επιλύνει την εξίσωση eqn µε άγνωστο το x και κάνει διερεύνηση.

NSolve[eqn, x] επιστρέφει αριθµητικές λύσεις της εξίσωσης eqn.

FindRoot[eqn, {x, x0}] επιστρέφει µια προσεγγιστική λύση της εξίσωσης eqn στην
περιοχή του σηµείου x0.

Roots[eqn, x] επιλύνει την πολυωνιµική εξίσωση eqn µε άγνωστο το x.

Με  τις  συναρτήσεις  Solve,  Reduce  και  Roots  βρίσκουµε  ακριβείς  λύσεις  των  εξισώσεων  ενώ  µε  τις
συναρτήσεις NSolve και FindRoot βρίσκουµε µόνο αριθµητικές (προσεγγιστικές) λυσεις.

Με ακρίβεια µπορούµε να επιλύσουµε ένα µεγάλο πλήθος διαφορετικών  εξισώσεων, αλλά όχι όλα τα είδη.
Π.χ.  µια  πολυωνυµική  εξίσωση  µέχρι  τετάρτου  βαθµού  επιλύνεται  πάντοτε  µε  ακρίβεια,  αλλά  µια
πολυωνυµική εξίσωση βαθµού ανωτέρου του τετάρτου µπορεί να λυθεί µε ακρίβεια αλλά µπορεί και όχι.

Προσεγγιστικά µπορούµε να λύσουµε όλα τα είδη των εξισώσεων και συστηµάτων.

5.1.1 Ακριβής επίλυση εξισώσεων
Η  βασική  συνάρτηση  επίλυσης  εξισώσεων  µε  ακρίβεια  είναι  η  Solve.  Η  εξίσωση  στο  Mathematica
εισάγεται  µε  διπλό  σύµβολο  ισότητας  ==,  αφού  το  απλό  σύµβολο  της  ισότητας  χρησιµοποιείται  από
πρόγραµµα για ορισµούς. Οι λύσεις x0, x1, ... εµφανίζονται σε λίστα υπό τη µορφή κανόνων αντικατάσταση
"Ø", ως εξής: 

{{xØx0}, {xØ x1,}, ...}.

Έστω η εξίσωση τρίτου βαθµού x3 + 4 x2 − 11 x − 30 = 0, την οποία αποθηκεύουµε στην µεταβλητή eqn.

eqn = x3 + 4 x2 − 11 x − 30 « 0;

Επειδή στο τέλος της προηγούµενης εντολής υπάρχει το ";",  δεν εµφανίζεται το output.

Στη συνέχεια επιλύουµε την εξίσωση eqn1 ως προς x (µε τη χρήση της συνάρτησης Solve) και τη λύση την
αποθηκεύουµε στην µεταβλητή sol.
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sol = Solve@eqn, xD

88x → −5<, 8x → −2<, 8x → 3<<

Επαλήθευση µπορούµε να κάνουµε είτε µε την εντολή

x3 + 4 x2 − 11 x − 30 ê. sol

80, 0, 0<

είτε µε την εντολή.

eqn ê. sol

8True, True, True<

Επειδή συνήθως είναι πιο βολικό να έχουµε τις λύσεις x0, x1, ...  σε µορφή λίστα {x0, x1, ... }, χωρίς κανόνες
αντικατάστασης,  µπορούµε  να  χρησιµοποιήσουµε  τον  τελεστή  αντικατάστασης  "/."  για  να  το  επιτύχουµε.
Πολλές φορές, µάλιστα, είναι σκόπιµο να δώσουµε στη λίστα που θα προκύψει ένα όνοµα.

X = x ê. sol

8−5, −2, 3<

Με τον τρόπο αυτό, δηλαδή έχοντας τις λύσεις στη διάθεση µας ως λίστα, µπορούµε να κάνουµε πράξεις:

X + 5

80, 3, 8<

X^2

825, 4, 9<

η να αναφερθούµε σε κάποια συγκεκριµένη λύση, γράφοντας κατά τα γνωστά Χ[[ i ]], i = 1, 2, 3 ... Π.χ. για
να πάρουµε τη λύση x = -5 γράφουµε
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X@@1DD

−5

Επίσης, µε τη βοήθεια της λίστας, η επαλήθευση για κάποια συγκεκριµένη λύση (π.χ. για x = -2) γίνεται είτε
µε την εντολή:

x3 + 4 x2 − 11 x − 30 ê. x −> X@@2DD

0

είτε µε την εντολή:

eqn ê. x → X@@2DD

True

Αν µια λύση είναι διπλή (ή τριπλή κ.λ.π.) η Solve την επιστρέφει δύο (ή τρεις κ.λ.π.) φορές στη λίστα των 
λύσεων, ενώ όταν δεν υπάρχουν λύσεις, επιστρέφει { }.

Τις ίδιες εξισώσεις,που επιλύνει η συνάρτηση Solve,επιλύνει και η συνάρτηση Reduce. Οι διαφορές 
ανάµεσα στην συνάρτηση Reduce και στην συνάρτηση Solve είναι οι εξής:

1. Η συνάρτηση Reduce παρουσιάζει τις λύσεις υπό τη µορφή:
x == x0 | | x == x1 ....

    (θυµίζουµε ότι | | είναι ο λογικός τελεστής, που παριστάνει το διαζευτικό ή). 

2. Όταν η εξίσωση περιλαµβάνει µια ή περισσότερες παραµέτρους, η Reduce την επιλύνει παρουσιάζοντας 
όλες τις δυνατές περιπτώσεις, κάνοντας δηλαδή ουσιαστικά διερεύνηση, κάτι που 
    δεν κάνει η Solve.

Παράδειγµα 1: Να λυθεί  η εξίσωση  x3 − x2 − 4 = 0.

Επίλυση της εξίσωσης µε τη συνάρτηση Solve:

Solve@x3 − x2 − 4 « 0, xD

98x → 2<, 9x →
1
¡¡¡¡
2
I−1 − ą è!!!7 M=, 9x →

1
¡¡¡¡
2
I−1 + ą è!!!7 M==

Μετατροπή των λύσεων από κανόνες αντικταστάσης σε λίστα:
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x ê. %

92,
1
¡¡¡¡
2
I−1 − ą è!!!7 M,

1
¡¡¡¡
2
I−1 + ą è!!!7 M=

Οι  λύσεις  που  παίρνουµε  µε  τη  συνάρτηση  Solve  είναι  ακριβείς.  Φυσικά  µπορούµε  να  πάρουµε  αµέσως
αριθµητικές  (προσεγγιστικές)  λύσεις  µε  τη  συνάρτηση  Ν,  και  µάλιστα  µε  όση  ακρίβεια  δεκαδικών
επιθυµούµε:

N@%%D

88x → 2.<, 8x → −0.5 − 1.32288 ą<, 8x → −0.5 + 1.32288 ą<<

Επίλυση της εξίσωσης µε τη συνάρτηση Reduce:

Reduce@x3 − x2 − 4 « 0, xD

x == 2 »» x ==
1
¡¡¡¡
2
I−1 − ą

è!!!7 M »» x ==
1
¡¡¡¡
2

I−1 + ą
è!!!7 M

Για  να  πάρουµε  τις  λύσεις  σε  µορφή  λίστας,  εφαρµόζουµε  πρώτα  την  εντολή  {ToRules[%]},  για  να  τις
εµφανίσουµε ως κανόνες αντικατάστασης, και στη συνέχεια εφαρµόζουµε τον τελεστή αντικταστάσης "/.":

8ToRules@%D<

98x → 2<, 9x →
1
¡¡¡¡
2
I−1 − ą è!!!7 M=, 9x →

1
¡¡¡¡
2
I−1 + ą è!!!7 M==

x ê. %

92, 1
¡¡¡¡
2
I−1 − ą è!!!7 M, 1

¡¡¡¡
2
I−1 + ą è!!!7 M=

Ισοδύναµα µπορούµε να εφαρµόσουµε και τον σύνθετο τελεστή x /. {ToRules[%]}:

x ê. 8ToRules@%%%D<

92,
1
¡¡¡¡
2
I−1 − ą è!!!7 M,

1
¡¡¡¡
2
I−1 + ą è!!!7 M=

Εύρεση αριθµητικών (προσεγγστικών) λύσεων:
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N@%%%D

88x → 2.<, 8x → −0.5 − 1.32288 ą<, 8x → −0.5 + 1.32288 ą<<

Παράδειγµα 2: Να λυθεί  η εξίσωση a x2 − 2 x + 4 = 0.

Επίλυση της εξίσωσης µε τη συνάρτηση Solve:

Solve@a x2 − 2 x + 4 « 0, xD

99x →
2 − è!!!!!!!!!!!!!!!!!4 − 16 a
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

2 a
=, 9x →

2 + è!!!!!!!!!!!!!!!!!4 − 16 a
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

2 a
==

Επίλυση της εξίσωσης µε τη συνάρτηση Reduce:

Reduce@a x2 − 2 x + 4 « 0, xD

a == 0 && x == 2 »» x ==
2 − è!!!!!!!!!!!!!!!!!4 − 16 a
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

2 a
&& a ≠ 0 »» x ==

2 + è!!!!!!!!!!!!!!!!!4 − 16 a
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

2 a
&& a ≠ 0

Μετατροπή των λύσεων σε κανόνες αντικατάστασης:

8ToRules@%D<

98a → 0, x → 2<, 9x →
2 −

è!!!!!!!!!!!!!!!!!4 − 16 a
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

2 a
=, 9x →

2 +
è!!!!!!!!!!!!!!!!!4 − 16 a

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
2 a

==

Βλέπουµε  ότι  επιλύοντας  την  εξίσωση  µε  τη  συνάρτηση  Solve,  το  Mathematica  τη  θεωρεί  δευτεροβάθµια,
δηλαδή  υποθέτει  ότι  a  ∫  0  ενώ  επιλύοντας  την  εξίσωση  µε  τη  συνάρτηση  Reduce  γίνεται  πλήρης
διερεύνηση. Συγκεκριµένα,  βρέθηκε  επιπλέον  η λύση x = 2, η οποία προκύπτει  όταν  a = 0 (δηλαδή όταν  η
εξίσωση είναι πρωτοβάθµια).
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5.1.1.1 Πολυωνυµικές εξισώσεις
Με  τις  συναρτήσεις  Solve  και  Reduce  µπορούµε  να  επιλύσουµε  πολλά  διαφορετικά  είδη  εξισώσεων,  αλλά
τόσο  αυτές  οι  δύο  όσο και  η  συνάρτηση Roots,  που  θα  γνωρίσουµε  παρακάτω,  είναι ιδιαίτερα κατάλληλες
για την επίλυση πολυωνυµικών εξισώσεων.

Οι συναρτήσεις Solve και Reduce επιλύνουν µε ακρίβεια κάθε πολυωνυµική εξίσωση, η οποία είναι βαθµού
n § 4. Όταν, όµως, είναι n ¥ 5, τότε δεν τις επιλύνουν πάντα, χωρίς βέβαια να αποκλείεται κάτι τέτοιο. Στην
περίπτωση αυτή το Mathematica  χρησιµοποιεί εκφράσεις της µορφής Root για να τις αναπαραστήσει. Όταν
συµβεί  κάτι  τέτοιο,  µπορούµε  να  πάρουµε  εκ  των  υστέρων  αριθµητικές  τιµές  για  τις  λύσεις  µε  τη
συνάρτηση Ν.

Παράδειγµα 3: Να λυθεί  η εξίσωση x4 + 2 x3 − 13 x2 − 14 x + 24 = 0.

Επιλύνουµε πρώτα την εξίσωση µε τη συνάρτηση Solve:

Solve@x4 + 2 x3 − 13 x2 − 14 x + 24 « 0, xD

88x → −4<, 8x → −2<, 8x → 1<, 8x → 3<<

και στη συνέχεια µε τη συνάρτηση Reduce:

Reduce@x4 + 2 x3 + −13 x2 − 14 x + 24 « 0, xD

x == −4 »» x == −2 »» x == 1 »» x == 3

Μετατροπή των λύσεων σε κανόνες αντικατάστασης:

8ToRules@%D<

88x → −4<, 8x → −2<, 8x → 1<, 8x → 3<<

Παρατηρούµε, ότι και οι δύο επέστρεψαν τις ίδιες λύσεις.

Παράδειγµα 4: Να λυθεί  η εξίσωση x5 + 4 x − 1 = 0.

Επιλύνουµε πρώτα την εξίσωση µε τη συνάρτηση Solve:

Solve@x5 + 4 x − 1 « 0, xD

88x → Root@−1 + 4 #1 + #15 &, 1D<,
8x → Root@−1 + 4 #1 + #15 &, 2D<, 8x → Root@−1 + 4 #1 + #15 &, 3D<,
8x → Root@−1 + 4 #1 + #15 &, 4D<, 8x → Root@−1 + 4 #1 + #15 &, 5D<<
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και στη συνέχεια µε τη συνάρτηση Reduce:

Reduce@x5 + 4 x − 1 « 0, xD

Root@−1 + 4 #1 + #15 &, 1D == x »»
Root@−1 + 4 #1 + #15 &, 2D == x »» Root@−1 + 4 #1 + #15 &, 3D == x »»
Root@−1 + 4 #1 + #15 &, 4D == x »» Root@−1 + 4 #1 + #15 &, 5D == x

Παρατηρούµε  ότι  το  Mathematica  δεν  µπορεί  να  βρει  τις  ακριβείς  λύσεις  της  εξίσωσης  ούτε  µε  τη
συνάρτηση  Solve  ούτε  µε  τη  συνάρτηση  Reduce.  Μπορούµε  όµως  να  πάρουµε  αριθµητικές
(προσεγγιστικές) λύσεις της εξίσωσης µε τη συνάρτηση Ν:

N@%%D

88x → 0.249757<, 8x → −1.05775 − 1.00384 ą<,
8x → −1.05775 + 1.00384 ą<,
8x → 0.932871 − 1.00627 ą<, 8x → 0.932871 + 1.00627 ą<<

Παράδειγµα 5: Να λυθεί  η εξίσωση x7 − x5 + 4 x3 − x2 − 4 x + 1 = 0.

Επιλύνουµε την εξίσωση µε τη συνάρτηση Solve:

Solve@x7 − x5 + 4 x3 − x2 − 4 x + 1 « 0, xD

88x → −1<, 8x → 1<, 8x → Root@−1 + 4 #1 + #15 &, 1D<,
8x → Root@−1 + 4 #1 + #15 &, 2D<, 8x → Root@−1 + 4 #1 + #15 &, 3D<,
8x → Root@−1 + 4 #1 + #15 &, 4D<, 8x → Root@−1 + 4 #1 + #15 &, 5D<<

Παρατηρούµε ότι το Mathematica  επιστρέφει δύο ακριβείς λύσεις, τις x0  = -1 και x1  = 1 ενώ τις υπόλοιπες
τις  αναπαριστά  µε  χρήση  εκφράσεων  της  µορφής  Root.  Αυτό  είναι  αναµενόµενο,  γιατί  αν  αναλύσουµε  το
πολυώνυµο σε γινόµενο πολυωνύµων µικρότερου βαθµού, µε τη χρήση της συνάρτησης Factor,  θα έχουµε
το εξής αποτέλεσµα:

Factor@x7 − x5 + 4 x3 − x2 − 4 x + 1D

H−1 + xL H1 + xL H−1 + 4 x + x5L

Εύρεση αριθµητικών (προσεγγστικών) λύσεων της εξίσωσης:
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N@%%D

88x → −1.<, 8x → 1.<, 8x → 0.249757<,
8x → −1.05775 − 1.00384 ą<, 8x → −1.05775 + 1.00384 ą<,
8x → 0.932871 − 1.00627 ą<, 8x → 0.932871 + 1.00627 ą<<

Εκτός  από  τις  συναρτήσεις  Solve  και  Reduce,  µια  άλλη  συνάρτηση,  που  µπορούµε  να  χρησιµοποιήσουµε
για να λύνουµε εξισώσεις, είναι η Roots, η σύνταξη της οποίας είναι παρόµοια µε των άλλων δύο. Επιλύνει
όµως µόνον πολυωνυµικές εξισώσεις και δίνει λύσεις της µορφής:

x == x0 | | x == x1 ....

Παράδειγµα 6: Να λυθεί  η εξίσωση a x2 − 2 x + 4 = 0.

Επίλυση της εξίσωσης µε τη συνάρτηση Roots:

Roots@a x2 − 2 x + 4 « 0, xD

x ==
2 − è!!!!!!!!!!!!!!!!!4 − 16 a
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

2 a
»» x ==

2 + è!!!!!!!!!!!!!!!!!4 − 16 a
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

2 a

Μετατροπή των λύσεων σε κανόνες αντικατάστασης:

8ToRules@%D<

99x →
2 −

è!!!!!!!!!!!!!!!!!4 − 16 a
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

2 a
=, 9x →

2 +
è!!!!!!!!!!!!!!!!!4 − 16 a

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
2 a

==

Παρατήρηση: Οι εντολές Solve[eqn,x] και {ToRules[Roots[eqn,x]]}, επιστρέφουν το ίδιο αποτέλεσµα.

Solve@a x2 − 2 x + 4 « 0, xD

99x →
2 − è!!!!!!!!!!!!!!!!!4 − 16 a
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

2 a
=, 9x →

2 + è!!!!!!!!!!!!!!!!!4 − 16 a
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

2 a
==

8ToRules@Roots@a x2 − 2 x + 4 « 0, xDD<

99x →
2 − è!!!!!!!!!!!!!!!!!4 − 16 a
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

2 a
=, 9x →

2 + è!!!!!!!!!!!!!!!!!4 − 16 a
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

2 a
==

Με τις συναρτήσεις Solve  και Reduce  µπορούµε να λύσουµε και εξισώσεις που περιλαµβάνουν είτε ριζικά
είτε κλάσµατα, όπως επίσης και τριγωνοµετρικές εξισώσεις, εκθετικές και λογαριθµικές εξισώσεις.
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5.1.1.2 Εξισώσεις µε ριζικά
Παράδειγµα 7: Να λυθεί  η εξίσωση 1¡¡¡¡x − 1¡¡¡¡¡¡¡è!!!!x = 2.

Επίλυση της εξίσωσης µε τη συνάρτηση Solve:

SolveA 1
¡¡¡¡
x

−
1

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡è!!!!
x

« 2, xE

99x →
1
¡¡¡¡
4
==

Επίλυση της εξίσωσης µε τη συνάρτηση Reduce:

ReduceA 1
¡¡¡¡
x

−
1

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡è!!!!
x

« 2, xE

x ==
1
¡¡¡¡
4

&& x ≠ 0

Εύρεση αριθµητικών (προσεγγστικών) λύσεων της εξίσωσης:

N@%%D

88x → 0.25<<

5.1.1.3 Κλασµατικές εξισώσεις
Παράδειγµα 8: Να λυθεί  η εξίσωση x¡¡¡¡¡¡¡¡¡x2−1 − 1¡¡¡¡¡¡¡¡x+1 = x2

¡¡¡¡¡¡¡¡¡x2+1 .

Επίλυση της εξίσωσης µε τη συνάρτηση Solve:

SolveA x
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
x2 − 1

−
1

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
x + 1

==
x2

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
x2 + 1

, xE

99x → −ą
"##################

−1 + è!!!2 =, 9x → ą
"##################

−1 + è!!!2 =,

9x → −
"###############1 +

è!!!2 =, 9x →
"###############1 +

è!!!2 ==

Επίλυση της εξίσωσης µε τη συνάρτηση Reduce:
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ReduceA x
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
x2 − 1

−
1

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
x + 1

==
x2

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
x2 + 1

, xE

x == −ą
"##################

−1 + è!!!2 »» x == ą
"##################

−1 + è!!!2 »» x == −
"###############1 + è!!!2 »» x ==

"###############1 + è!!!2

Εύρεση αριθµητικών (προσεγγστικών) λύσεων της εξίσωσης:

N@%%D

88x → 0. − 0.643594 ą<,
8x → 0. + 0.643594 ą<, 8x → −1.55377<, 8x → 1.55377<<

5.1.1.4 Τριγωνοµετρικές εξισώσεις
Παράδειγµα 9: Να λυθεί  η εξίσωση Sin@xD = 1¡¡¡¡2 .

Είναι  γνωστό  ότι  η  εξίσωση  Sin@xD = 1¡¡¡¡2  έχει  άπειρες  λύσεις  της  µορφής  x  =  π/6  +  2kπ,   k  œ  Ñ.  Αν
επιχειρήσουµε να λύσουµε αυτή την εξίσωση µε κάποια από τις συναρτήσεις Solve  ή Reduce, θα πάρουµε
αρχικά  ένα  µήνυµα,  µε  το  οποίο  το  πρόγραµµα  µας  προειδοποιεί  ότι  έχουν  χρησιµοποιηθεί  αντίστροφες
συναρτήσεις  κατά  την  επίλυση  µε  συνέπεια  κάποιες  λύσεις  µιθανόν  να  µην  βρεθούν,  και  στη  συνέχεια  το
πρόγραµµα παρουσιάζει µόνο µία λύση (αυτή που προκύπτει για k = 0).

Επίλυση της εξίσωσης µε τη συνάρτηση Solve:

SolveASin@xD «
1
¡¡¡¡
2

, xE

— Solve::ifun :  
Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found.

99x →
π
¡¡¡¡
6
==

Επίλυση της εξίσωσης µε τη συνάρτηση Reduce:

ReduceASin@xD «
1
¡¡¡¡
2

, xE

— Reduce::ifun :  
Inverse functions are being used by Reduce, so some solutions may not be found.

x ==
π
¡¡¡¡
6

Οι  συναρτήσεις  Solve  ή  Reduce,  έχουν  µία  επιλογή  την  InverseFunctions,  η  οποία  καθορίζει  κατά  πόσο
αντίστροφες συναρτήσεις µπορούν να χρησιµοποιηθούν κατά την επίλυση.
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Οι ρυθµίσεις της επιλογής InverseFunctions είναι οι εξής:
True αντίστροφες συναρτήσεις θα χρησιµοποιούνται πάντα.
Automatic αντίστροφες συναρτήσεις θα χρησιµοποιούνται, αλλά θα εκτυπώνεται 

ένα µήνυµα (default).
False αντίστροφες συναρτήσεις δεν θα χρησιµοποιούνται.

Όταν  δεν  χρησιµοποιούµε  αυτή  την  επιλογή  στις  συναρτήσεις  Solve  ή  Reduce,  θεωρείται  ότι  η  επιλογή
InverseFunctions έχει τη ρύθµιση Automatic. 

Επίλυση της εξίσωσης µε τη συνάρτηση Solve και µε χρήση της επλογής InverseFunctios:

SolveASin@xD «
1
¡¡¡¡
2

, x, InverseFunctions → TrueE

99x →
π
¡¡¡¡
6
==

Επίλυση της εξίσωσης µε τη συνάρτηση Reduce και µε χρήση της επλογής InverseFunctios:

ReduceASin@xD «
1
¡¡¡¡
2

, x, InverseFunctions → TrueE

x ==
π
¡¡¡¡
6

Εύρεση αριθµητικής (προσεγγστικής) λύσης της εξίσωσης:

N@%%D

88x → 0.523599<<

5.1.1.5 Εκθετικές και λογαριθµικές εξισώσεις
Παράδειγµα 10: Να λυθεί  η εξίσωση H2 eLx + 4 e = 4 ex + e 2x.

Επίλυση της εξίσωσης µε τη συνάρτηση Solve:

Solve@H2 eLx + 4 e « 4 ex + e 2x, xD

— Solve::ifun :  
Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found.

88x → 1<, 8x → 2<<

Επίλυση της εξίσωσης µε τη συνάρτηση Reduce και µε χρήση της επλογής InverseFunctios:
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Reduce@H2 eLx + 4 e « 4 ex + e 2x, x, InverseFunctions → TrueD

x == 1 »» x == 2

Παράδειγµα 11: Να λυθεί  η εξίσωση ln Iè!!!x M = è!!!!!!!!!!!!!!!ln HxL .

Επίλυση της εξίσωσης µε τη συνάρτηση Solve:

Solve@Log@Sqrt@xDD « Sqrt@Log@xDD, xD

88x → 1<, 8x → Ą4<<

Επίλυση της εξίσωσης µε τη συνάρτηση Reduce:

Reduce@Log@Sqrt@xDD « Sqrt@Log@xDD, xD

x == 1 »» x == Ą4

5.1.2 Αριθµητική (προσεγγιστική) επίλυση εξισώσεων
∆ύο είναι οι βασικές συναρτήσεις µε τις οποίες µπορούµε να πάρουµε αριθµητικές (προσεγγιστικές) λύσεις
εξισώσεων.  Η  µία  είναι  η  συνάρτηση  NSolve[eqn,  x],  η  οποία  εφαρµόζεται  κυρίως  σε  πολυωνυµικές  και
γενικά σε εξισώσεις, που µπορεί να επιλύσει η συνάρτηση Solve. Η άλλη είναι η συνάρτηση FindRoot[eqn,
{x, x0}], η οποία αναζητεί µια αριθµητική λύση της εξίσωσης στην περιοχή του x = x0.

Παράδειγµα 12: Να λυθεί  η εξίσωση x3 + 4 x − 1 = 0.

Για  να  βρούµε  τις  αριθµητικές  λύσεις  της  εξίσωσης,  µπορούµε  να  τη  λύσουµε  πρώτα  µε  τη  συνάρτηση
Solve, για να πάρουµε τις ακριβείς λύσεις της (κάτι που είναι εφικτό αφού η εξίσωση είναι τρίτου βαθµού),

Solve@x3 + 4 x − 1 « 0, xD

99x → −4
i
k
jjjjj

2
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
3 I9 + è!!!!!!!!!849 M

y
{
zzzzz

1ê3

+
I 1¡¡¡¡2 I9 + è!!!!!!!!!849 MM1ê3

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
32ê3 =,

9x → 2 I1 + ą è!!!3 M i
k
jjjjj

2
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
3 I9 + è!!!!!!!!!849 M

y
{
zzzzz

1ê3

−
I1 − ą è!!!3 M I 1¡¡¡¡2 I9 + è!!!!!!!!!849 MM1ê3

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
2 32ê3 =,

9x → 2 I1 − ą
è!!!3 M i

k
jjjjj

2
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
3 I9 + è!!!!!!!!!849 M

y
{
zzzzz

1ê3

−
I1 + ą è!!!3 M I 1¡¡¡¡2 I9 + è!!!!!!!!!849 MM1ê3

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
2 32ê3 ==

και µετά να µετατρέψουµε τις ακριβείς λύσεις σε αριθµητικές µε τη συνάρτηση Ν:
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N@%D

88x → 0.246266<, 8x → −0.123133 + 2.01134 ą<,
8x → −0.123133 − 2.01134 ą<<

Αν δεν µας ενδιαφέρουν οι ακριβείς λύσεις, τότε εφαµόζουµε απ' ευθείας τη συνάρτηση NSolve:

NSolve@x^3 + 4 x − 1 « 0, xD

88x → −0.123133 − 2.01134 ą<,
8x → −0.123133 + 2.01134 ą<, 8x → 0.246266<<

Με  τη  συνάρτηση  NSolve  µπορούµε  να  επιλύσουµε  αριθµητικά  σχεδόν  όλα  τα  είδη  εξισώσεων.  Για
παράδειγµα:

Παράδειγµα 13: Να λυθεί αριθµητικά  η εξίσωση 2 x2 −
è!!!x = 2.

NSolve@2 x2 − Sqrt@xD « 2, xD

88x → 1.24847<<

Παράδειγµα 14: Να λυθεί αριθµητικά  η εξίσωση 1¡¡¡¡¡¡¡¡x+1 + 1¡¡¡¡¡¡¡¡¡x2−1 = 2.

NSolveA 1
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
x + 1

+
1

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
x2 − 1

« 2, xE

88x → 1.28078<, 8x → −0.780776<<

Παράδειγµα 15: Να λυθεί αριθµητικά  η εξίσωση sin x + 2 cos x = 1.

NSolve@Sin@xD + 2 Cos@xD « 1, xD

— Solve::ifun :  
Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found.

88x → −0.643501<, 8x → 1.5708<<

Παράδειγµα 16: Να λυθεί αριθµητικά  η εξίσωση ln Ix2 − è!!!!!!!!!!!1 − x M = 1.
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NSolveALogAx2 −
è!!!!!!!!!!!

1 − x E « 1, xE

88x → −2.11753<<

Η εντολή NSolve δεν βρίσκει αριθµητικές λύσεις για όλα τα είδη των εξισώσεων.

Παράδειγµα 17: Να λυθεί αριθµητικά  η εξίσωση cos x − x2 = 0.

Παρατηρούµε ότι η εξίσωση δεν µπορεί να λυθεί αριθµητικά µε τη χρήση της συνάρτησης NSolve.

NSolve@Cos@xD − x2 « 0, xD

— Solve::tdep :  The equations appear to involve the
variables to be solved for in an essentially non−algebraic way.

NSolve@−x2 + Cos@xD == 0, xD

Σε  τέτοιες  περιπτώσεις,  και  όχι  µόνο  σε  αυτές,  χρησιµοποιούµε  τη  δεύτερη  συνάρτηση  που  διαθέτει  το
Mathematica,  τη  συνάρτηση  FindRoot[eqn,  {x, x0}],  η  οποία  αναζητεί  µια  αριθµητική  λύση  της  εξίσωσης
στην περιοχή του x = x0. Συγκεκριµένα, αναζητούµε µία αριθµητική λύση στη περιοχή του x = 1.

FindRoot@Cos@xD − x2 « 0, 8x, 1<D

8x → 0.824132<

Μια  καλή  τακτική,  που  µπορούµε  να  ακολουθήσουµε  σε  συνδυασµό  µε  τη  συνάρτηση  FindRoot,  είναι  να
κάνουµε πρώτα τη γραφική παράσταση της συνάρτησης, της οποία ο µηδενισµός µας δίνει της δίνει την προ
επίλυση εξίσωση, µε τη συνάρτηση:

Plot[f(x), {x, xminx, xmax}]
(στην οποία θα αναφερθούµε αναλυτικά σε επόµενο κεφάλαιο), σε ένα κατάλληλο διάστηµα [xmin, xmax].
Από τη γραφική παράσταση λαµβάνουµε κατά προσέγγιση τα σηµεία τοµής της µε τον άξονα των x και τα
χρησιµοποιούµε ως σηµεία αφετηρίας στη συνάρτηση FindRoot (δηλαδή, αναζητούµε λύσεις στην περιοχή
αυτών των σηµείων).

Συγκεκριµένα, στο παράδειγµα µας, κάνουµε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = cos(x) - x2  στο
διάστηµα [-π/3, π/3] µε τη χρήση της συνάρτησης Plot:
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Plot@Cos@xD − x2, 8x, −π ê3, π ê3<, PlotStyle → RGBColor@1, 0, 0DD

-1 -0.5 0.5 1

-0.5

-0.25

0.25

0.5

0.75

1

¦ Graphics ¦

στην  οποία χρησιµοποιήσαµε  την  επιλογή PlotStyleØRGBColor[1,0,0] για  να  εµφανίσουµε  τη γραµµή της
καµπύλης µε κόκκινο χρώµα. Από τη γραφική παράσταση πο προέκυψε, βρίσκουµε ότι τα σηµεία τοµής της
µε  το  άξονα  των  χ  είναι  τα  σηµεία  µε  τετµηµένη  x  @  -0,8  και  x  @  0,8.   Στη  συνέχεια  µε  αφετηρία  της
συνάρτησης FindRoot αυτές τις δύο τιµές βρίσκουµε τις προσεγγιστικές λύσεις της εξίσωσης:

FindRoot@Cos@xD − x2 « 0, 8x, 0.8<D

8x → 0.824132<

FindRoot@Cos@xD − x2 « 0, 8x, −0.8<D

8x → −0.824132<
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5.2 Επίλυση συστηµάτων
Οι  βασικές  συναρτήσεις  που  χρησιµοποιούµε  για  την  επίλυση  συστηµάτων  είναι  οι  Solve  και  Reduce,  τις
οποίες συντάσουµε κατά τα γνωστά, µε µόνη διαφορά, ότι τις εξισώσεις του συστήµατος είτε τις γράφουµε
µε  µορφή  λίστας  είτε  τις  συνδέουµε  µε  το  λογικό  τελεστή  && (και)  ενώ  τους  αγνώστους  τους  δηλώνουµε
επίσης µε µορφή λίστας {x, y, ...}.

Οι λύσεις (x0, y0, ...), (x1, y1, ...), ... παρουσιάζονται:

α) Σε λίστα υπό τη µορφή κανόνων αντικατάστασης:
{{xØx0, yØy0, ...}, {xØx1, yØy1, ...}, ...}

    όταν  χρησιµοποιούµε  τη  Solve.  Για  να  τις  εµφανίσουµε  σε  µορφή  λίστας,  χωρίς  τους  κανόνες
αντικατάστασης,
    µπορούµε κατά τα γνωστά να χρησιµοποιήσουµε τον τελεστή αντικταστάσης "/.".
    
β) Υπό τη µορφή:

x == x0 && y == y0 && ... | | x == x1 && y == y1 && ... | | ...
    όταν χρησιµοποιούµε τη Reduce. Για να πάρουµε τις λύσεις σε µορφή λίστας εφαρµόζουµε πρώτα την 
    εντολή   {ToRules[%]}  για  να  τις  εµφανίσουµε  ως  κανόνες  αντικατάστασης  και  στη  συνέχεια
εφαρµόζουµε 
    τον τελεστή αντικτάστασης {x, y, ...} /. %. Ισοδύναµα µπορούµε να εφαµόσουµε το σύνθετο τελεστή 
    {x, y, ...} /. {ToRules[%]}.

Παράδειγµα 18: Έστω το σύστηµα των δύο γραµµικών εξισώσεων
a x + b y = c
d x + e y = f

µε  δύο  αγνώστους  x  και  y.  Επιλύνοντάς  το  µε  τη  συνάρτηση  Solve  βρίσκουµε  τις  ακριβείς  λύσεις  του
συστήµατος

Solve@8a x + b y « c, d x + e y == f<, 8x, y<D

99x → −
−c e + b f
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
−b d + a e

, y → −
−c d + a f
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
b d − a e

==

ενώ επιλύνοντάς το µε τη συνάρτηση Reduce παίρνουµε µια πλήρη διερεύνηση του συστήµατος
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Reduce@a x + b y « c && d x + e y == f, 8x, y<D

x ==
−c e + b f
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
b d − a e

&& y ==
c d − a f
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
b d − a e

&& b d − a e ≠ 0 »»

b ==
a e
¡¡¡¡¡¡¡¡

d
&& c ==

a f
¡¡¡¡¡¡¡¡

d
&& x ==

f − e y
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

d
&& d ≠ 0 »»

a == 0 && c ==
b f
¡¡¡¡¡¡¡¡

e
&& d == 0 && y ==

f
¡¡¡¡
e

&& e ≠ 0 »»

d == 0 && e == 0 && f == 0 && x ==
c − b y
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

a
&& a ≠ 0 »»

a == 0 && b == 0 && c == 0 && d == 0 && e == 0 && f == 0 »»
a == 0 && d == 0 && e == 0 && f == 0 && y ==

c
¡¡¡¡
b

&& b ≠ 0

5.2.1 Συστήµατα µε µία παράµετρο
Παράδειγµα 19: Έστω το σύστηµα

k x2 + y = 1
x  +  y  =  1

όπου τα x και y είναι οι άγνωστοι και k παράµετρος του συστήµατος.

Αρχικά δίνουµε ένα όνοµα (sys1) στο σύστηµα για να µπορέσουµε στη συνέχεια να αναφερόµαστε σε αυτό.

sys1 = 8k x2 + y == 1, x + y « 1<

8k x2 + y == 1, x + y == 1<

Στη συνέχεια επιλύνουµε το σύστηµα (µε τη χρήση της συνάρτησης Solve) και τη λύση την αποθηκεύουµε
στην µεταβλητή sol1.

sol1 = Solve@sys1, 8x, y<D

98y → 1, x → 0<, 9y →
−1 + k
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

k
, x →

1
¡¡¡¡
k
==

Μπορούµε να κάνουµε επαλήθευση χρησιµοποιοώντας τον τελεστή "/."

sys1 ê. sol1

98True, True<, 9 1
¡¡¡¡
k

+
−1 + k
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

k
== 1,

1
¡¡¡¡
k

+
−1 + k
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

k
== 1==

Παρατηρούµε  ότι  για  το  δεύτερο  ζεύγος  λύσεων  η  επαλήθευση  δεν  είναι  σαφής.  Στην  περίπτωση  αυτή
µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τη συνάρτηση Simplify:
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sys1 ê. sol1 êê Simplify

88True, True<, 8True, True<<

Τέλος, µπορούµε να κάνουµε πλήρη διερεύνηση για τις διάφορες τιµές της παραµέτρου k µε τη συνάρτηση
Reduce:

Reduce@sys1, 8x, y<D

x == 0 && y == 1 »» x ==
1
¡¡¡¡
k

&& y ==
−1 + k
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

k
&& k ≠ 0

5.2.2 Συστήµατα µε δύο παραµέτρους
Παράδειγµα 20: Έστω το σύστηµα

a x  + b y = 1
x  - b y  =  2

όπου τα x και y είναι οι άγνωστοι και τα a, b οι παράµετροι του συστήµατος.

Επιλύνουµε το σύστηµα χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση Solve:

Solve@8a x + b y « 1, x − b y « 2<, 8x, y<D

99x →
3

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
1 + a

, y → −
−1 + 2 a

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡H1 + aL b
==

Κάνουµε επαλήθευση χρησιµοποιοώντας τον τελεστή "/."

8a x + b y « 1, x − b y « 2< ê. %

99 3 a
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
1 + a

−
−1 + 2 a
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

1 + a
== 1, 3

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
1 + a

+
−1 + 2 a
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

1 + a
== 2==

Επειδή  η επαλήθευση δεν είναι σαφής χρησιµοποιήσουµε τη συνάρτηση Simplify:

8a x + b y « 1, x − b y « 2< ê. %% êê Simplify

88True, True<<

Τέλος, κάνουµε πλήρη διερεύνηση για τις διάφορες τιµές των παραµέτρων a, b µε τη συνάρτηση Reduce:
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Reduce@8a x + b y « 1, x − b y « 2<, 8x, y<D

a ==
1
¡¡¡¡
2

&& b == 0 && x == 2 »»

x ==
3

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
1 + a

&& y ==
1 − 2 a

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡H1 + aL b
&& 1 + a ≠ 0 && b ≠ 0

5.2.3 Συστήµατα βαθµού µεγάλυτερου του 2
Για τα συστήµατα βαθµού n ¥ 2 ισχύουν τα ίδια ότι και για τα συστήµατα πρώτου βαθµού.

Παράδειγµα 21: Έστω το σύστηµα:
x2 - y = 3
x  -  y = 2

Μπορούµε να βρούµε τις ακριβείς λύσεις του χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση Solve:

Solve@8x2 − y « 3, x − y « 2<, 8x, y<D

99y → −
3
¡¡¡¡
2

−
è!!!5
¡¡¡¡¡¡¡¡¡

2
, x →

1
¡¡¡¡
2
I1 − è!!!5 M=, 9y →

1
¡¡¡¡
2
I−3 + è!!!5 M, x →

1
¡¡¡¡
2

I1 + è!!!5 M==

και να τις µετατρέψουµε σε αριθµητικές (προσεγγιστικές) λύσεις µε τη συνάρτηση Ν:

N@%D

88y → −2.61803, x → −0.618034<, 8y → −0.381966, x → 1.61803<<

Επίσης  τις  αριθµητικές  (προσεγγιστικές)  λύσεις  του  συστήµατος,  µπορούµε  και  να  τις  βρούµε  απευθείας
χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση NSolve:

NSolve@8x2 − y « 3, x − y « 2<, 8x, y<D

88y → −0.381966, x → 1.61803<, 8y → −2.61803, x → −0.618034<<

5.2.4 Συστήµατα µε περισσότερους αγνώστους
Παράδειγµα 22: Έστω το παρακάτω σύστηµα τριών εξισώσεων, µε αγνώστους x, y, z:

x + 2y + z = 16
x - 2y + z = 0
2 x + y - z = 5

Επιλύνουµε το σύστηµα χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση Solve:
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Solve@8x + 2 y + z « 16, x − 2 y + z « 0, 2 x + y − z « 5<, 8x, y, z<D

88x → 3, y → 4, z → 5<<

Κάνουµε επαλήθευσηχρησιµοποιοώντας τον τελεστή "/."

8x + 2 y + z « 16, x − 2 y + z « 0, 2 x + y − z « 5< ê. %

88True, True, True<<

Παράδειγµα 23: Έστω το σύστηµα 
α x + y + z = 1
x + α y + z = α
 x + y + α z = a2

όπου τα x, y, z  είναι οι άγνωστοι και α παράµετρος του συστήµατος.

Αρχικά δίνουµε ένα όνοµα (sys2) στο σύστηµα για να µπορέσουµε στη συνέχεια να αναφερόµαστε σε αυτό.

sys2 = 8a x + y + z « 1, x + a y + z « a, x + y + a z « a2<

8a x + y + z == 1, x + a y + z == a, x + y + a z == a2<

Επιλύνουµε  το  σύστηµα  (µε  τη  χρήση  της  συνάρτησης  Solve)  και  τη  λύση  την  αποθηκεύουµε  στην
µεταβλητή sol2.

sol2 = Solve@sys2, 8x, y, z<D

99x → −
1 + a
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
2 + a

, y →
1

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
2 + a

, z → −
−1 − 2 a − a2
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

2 + a
==

Κάνουµε επαλήθευση χρησιµοποιοώντας τον τελεστή "/."

sys2 ê. sol2

99 1
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
2 + a

−
a H1 + aL
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

2 + a
−

−1 − 2 a − a2
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

2 + a
== 1,

a
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
2 + a

−
1 + a
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
2 + a

−
−1 − 2 a − a2
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

2 + a
== a,

1
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
2 + a

−
1 + a
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
2 + a

−
a H−1 − 2 a − a2L
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

2 + a
== a2==

Επειδή  η επαλήθευση δεν είναι σαφής χρησιµοποιήσουµε τη συνάρτηση Simplify:
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sys2 ê. sol2 êê Simplify

88True, True, True<<

Τέλος, κάνουµε πλήρη διερεύνηση για τις διάφορες τιµές της παραµέτρου α µε τη συνάρτηση Reduce:

Reduce@sys2, 8x, y, z<D

a == 1 && x == 1 − y − z »»
x ==

−1 − a
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
2 + a

&& y ==
1

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
2 + a

&& z ==
1 + 2 a + a2
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

2 + a
&& −1 + a ≠ 0 && 2 + a ≠ 0

5.2.5 Εύρεση προσεγγιστικών λύσεων
Φυσικά υπάρχουν συστήµατα, τα οποία δεν µπορούν να επιλυθούν µε ακρίβεια.

Παράδειγµα 24:  Έστω το σύστηµα 
x2 + 1¡¡¡¡¡y2 = 1

1¡¡¡¡¡x4 − 1¡¡¡¡¡y6 = 2

Αρχικά δίνουµε ένα όνοµα (sys3) στο σύστηµα για να µπορέσουµε στη συνέχεια να αναφερόµαστε σε αυτό:

sys3 = 9x2 +
1

¡¡¡¡¡¡¡
y2

« 1,
1

¡¡¡¡¡¡¡
x4

−
1

¡¡¡¡¡¡¡
y6

« 2=

9x2 +
1

¡¡¡¡¡¡¡
y2 == 1,

1
¡¡¡¡¡¡¡
x4 −

1
¡¡¡¡¡¡¡
y6 == 2=

Επιλύνουµε  το  σύστηµα  (µε  τη  χρήση  της  συνάρτησης  Solve)  και  τη  λύση  την  αποθηκεύουµε  στην
µεταβλητή sol3:

sol3 = Solve@sys3, 8x, y<D

99x → −,I−1 + Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 1D +

2 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 1D2
−

4 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 1D3
+

Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 1D4M,

y → −
"##################################################################################################Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 1D =,

9x → −,I−1 + Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 1D +

2 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 1D2
−

4 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 1D3
+
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Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 1D4M,

y →
"##################################################################################################Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 1D =,

9x → ,I−1 + Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 1D +

2 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 1D2
−

4 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 1D3
+

Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 1D4M,

y → −
"##################################################################################################Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 1D =,

9x → ,I−1 + Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 1D +

2 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 1D2
−

4 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 1D3
+

Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 1D4M,

y →
"##################################################################################################Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 1D =,

9x → −,I−1 + Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 2D +

2 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 2D2
−

4 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 2D3
+

Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 2D4M,

y → −
"##################################################################################################Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 2D =,

9x → −,I−1 + Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 2D +

2 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 2D2
−

4 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 2D3
+

Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 2D4M,

y →
"##################################################################################################Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 2D =,

9x → ,I−1 + Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 2D +

2 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 2D2
−

4 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 2D3
+

Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 2D4M,

y → −
"##################################################################################################Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 2D =,

9x → ,I−1 + Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 2D +

2 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 2D2
−

4 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 2D3
+

Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 2D4M,

y →
"##################################################################################################Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 2D =,

9x → −,I−1 + Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 3D +

2 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 3D2
−

4 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 3D3
+

Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 3D4M,

y → −
"##################################################################################################Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 3D =,

Equations-Systems.nb 22



9x → −,I−1 + Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 3D +

2 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 3D2
−

4 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 3D3
+

Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 3D4M,

y →
"##################################################################################################Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 3D =,

9x → ,I−1 + Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 3D +

2 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 3D2
−

4 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 3D3
+

Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 3D4M,

y → −
"##################################################################################################Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 3D =,

9x → ,I−1 + Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 3D +

2 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 3D2
−

4 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 3D3
+

Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 3D4M,

y →
"##################################################################################################Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 3D =,

9x → −,I−1 + Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 4D +

2 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 4D2
−

4 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 4D3
+

Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 4D4M,

y → −
"##################################################################################################Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 4D =,

9x → −,I−1 + Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 4D +

2 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 4D2
−

4 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 4D3
+

Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 4D4M,

y →
"##################################################################################################Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 4D =,

9x → ,I−1 + Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 4D +

2 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 4D2
−

4 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 4D3
+

Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 4D4M,

y → −
"##################################################################################################Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 4D =,

9x → ,I−1 + Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 4D +

2 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 4D2
−

4 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 4D3
+

Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 4D4M,

y →
"##################################################################################################Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 4D =,

9x → −,I−1 + Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 5D +

2 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 5D2
−

4 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 5D3
+
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Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 5D4M,

y → −
"##################################################################################################Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 5D =,

9x → −,I−1 + Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 5D +

2 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 5D2
−

4 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 5D3
+

Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 5D4M,

y →
"##################################################################################################Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 5D =,

9x → ,I−1 + Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 5D +

2 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 5D2
−

4 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 5D3
+

Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 5D4M,

y → −
"##################################################################################################Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 5D =,

9x → ,I−1 + Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 5D +

2 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 5D2
−

4 Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 5D3
+

Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 5D4M,

y →
"##################################################################################################Root@1 − 2 #1 + #12 + 2 #13 − 4 #14 + #15 &, 5D ==

Παρατηρούµε  ότι  η  συνάρτηση  Solve  µας  επιστρέφει  ρίζες  χρησιµοποιώντας  εκφράσεις  της  µορφής  Root.
Στην  περίπτωση  αυτή  µπορούµε  να  χρησιµοποιήσουµε  τη  συνάρτηση  NSolve,  η  οποία  µας  επιστρέφει
αριθµητικές (προσεγγιστικές) λύσεις:
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NSolve@sys3, 8x, y, z<D

— Solve::svars :  Equations may not give solutions for all "solve" variables.

88x → −1.48849, y → 0. − 0.906993 ą<,
8x → −1.48849, y → 0. + 0.906993 ą<,
8x → −0.85559 − 0.684119 ą, y → −0.744341 − 0.411259 ą<,
8x → −0.85559 − 0.684119 ą, y → 0.744341 + 0.411259 ą<,
8x → −0.85559 + 0.684119 ą, y → −0.744341 + 0.411259 ą<,
8x → −0.85559 + 0.684119 ą, y → 0.744341 − 0.411259 ą<,
8x → −0.838151, y → −1.83339<, 8x → −0.838151, y → 1.83339<,
8x → 0. − 0.667931 ą, y → −0.831565<,
8x → 0. − 0.667931 ą, y → 0.831565<,
8x → 0. + 0.667931 ą, y → −0.831565<,
8x → 0. + 0.667931 ą, y → 0.831565<,
8x → 0.838151, y → −1.83339<, 8x → 0.838151, y → 1.83339<,
8x → 0.85559 − 0.684119 ą, y → −0.744341 + 0.411259 ą<,
8x → 0.85559 − 0.684119 ą, y → 0.744341 − 0.411259 ą<,
8x → 0.85559 + 0.684119 ą, y → −0.744341 − 0.411259 ą<,
8x → 0.85559 + 0.684119 ą, y → 0.744341 + 0.411259 ą<,
8x → 1.48849, y → 0. − 0.906993 ą<,
8x → 1.48849, y → 0. + 0.906993 ą<<

Κάνουµε επαλήθευση χρησιµοποιοώντας τον τελεστή "/." :

sys3 ê. %

88True, True<, 8True, True<, 8True, True<, 8True, True<,
8True, True<, 8True, True<, 8False, False<, 8False, False<,
8True, True<, 8True, True<, 8True, True<, 8True, True<,
8False, False<, 8False, False<, 8True, True<, 8True, True<,
8True, True<, 8True, True<, 8True, True<, 8True, True<<
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9x2 +
1

¡¡¡¡¡¡¡
y2

,
1

¡¡¡¡¡¡¡
x4

−
1

¡¡¡¡¡¡¡
y6

= ê. %%

881. + 0. ą, 2. + 0. ą<, 81. + 0. ą, 2. + 0. ą<,
81. − 4.44089 × 10−16 ą, 2. + 3.88578 × 10−16 ą<,
81. − 4.44089 × 10−16 ą, 2. + 3.88578 × 10−16 ą<,
81. + 4.44089 × 10−16 ą, 2. − 3.88578 × 10−16 ą<,
81. + 4.44089 × 10−16 ą, 2. − 3.88578 × 10−16 ą<, 81., 2.<,
81., 2.<, 81. + 0. ą, 2. + 0. ą<, 81. + 0. ą, 2. + 0. ą<,
81. + 0. ą, 2. + 0. ą<, 81. + 0. ą, 2. + 0. ą<, 81., 2.<,
81., 2.<, 81. + 4.44089 × 10−16 ą, 2. − 3.88578 × 10−16 ą<,
81. + 4.44089 × 10−16 ą, 2. − 3.88578 × 10−16 ą<,
81. − 4.44089 × 10−16 ą, 2. + 3.88578 × 10−16 ą<,
81. − 4.44089 × 10−16 ą, 2. + 3.88578 × 10−16 ą<,
81. + 0. ą, 2. + 0. ą<, 81. + 0. ą, 2. + 0. ą<<

Παρατηρούµε, ότι οι λύσεις που επιστρέφει η NSolve  δεν επαληθεύουν  ακριβώς το σύστηµα, αλλά τείνουν
να το επαληθεύσουν.

Τέλος  υπάρχουν  συστήµατα,  στα  οποία  ούτε  η  συνάρτηση  NSolve  δεν  µπορεί  να  δώσει  προσεγγιστικές
λύσεις.

Παράδειγµα 25:  Έστω το σύστηµα 
6 Cos HxL = y
x = Ąy

Παρατηρούµε ότι η εξίσωση δεν µπορεί να λυθεί αριθµητικά µε τη χρήση της συνάρτησης NSolve.

NSolve@86 Cos@xD « y, x « Ey<, 8x, y<D

— Solve::tdep :  The equations appear to involve the
variables to be solved for in an essentially non−algebraic way.

NSolve@86 Cos@xD == y, x == Ąy<, 8x, y<D

Σε τέτοιες  περιπτώσεις, και όχι µόνο σε  αυτές, χρησιµοποιούµε τη συνάρτηση FindRoot[eqns, {x, x0}, {y,
y0}],  η  οποία  αναζητεί  µια  αριθµητική  λύση  του  συστήµατος  στην  περιοχή  του  σηµείου  (x,  y)  = (x0, y0).
Συγκεκριµένα, αναζητούµε µία αριθµητική λύση στη περιοχή του (x, y) = (‰, 1):

FindRoot@86 Cos@xD « y, x « Ey<, 8x, E<, 8y, 1<D

8x → 1.50285, y → 0.407363<

και µία αριθµητική λύση στην περιοχή του σηµείου (x, y) = (‰2, 2):
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FindRoot@86 Cos@xD « y, x « Ey<, 8x, E2<, 8y, 2<D

8x → 7.51124, y → 2.0164<

5.2.6 Απαλοιφή αγνώστων από τις εξισώσεις συστήµατος
Το Mathematica διαθέτει τη συνάρτηση 

Eliminate[{eqns},{vars}]

η οποία µας επιτρέπει να απαλείψουµε τις αναγραφόµενες  µέσα στη δεύτερη λίστα µεταβλητές µεταξύ των
εξισώσεων του συστήµατος.

Παράδειγµα 26:  Έστω το σύστηµα 
a x + y = 1
x + (1-a) y = 2

Θεωρώντας  το  a  ως  παράµετρο  και  χρησιµοποιώντας  τη  συνάρτηση  Solve  βρίσκουµε  τις  ακριβείς  λύσεις
του συστήµατος:

Solve@8a x + y « 1, x + H1 − aL y « 2<, 8x, y<D

99x → −
−1 − a

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
1 − a + a2 , y → −

−1 + 2 a
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
1 − a + a2 ==

Παρατηρούµε ότι µεταξύ των λύσεων του συστήµατος υπάρχει ένας δεσµός, τον οποίο µπορούµε να βρούµε
απαλείφοντας το a µεταξύ των δύο λύσεων. Αυτή ακριβώς, την εργασία κάνει η συνάρτηση Eliminate. 

Εύρεση του δεσµού µε τη χρήση της συνάρτησης Eliminate:

eqn2 = Eliminate@8a x + y « 1, x + H1 − aL y « 2<, aD

H1 − yL y == x2 + x H−2 + yL

Αν  θέλουµε  να  επιλύσουµε  τον  δεσµό  ως  προς  µία  εκ  των  δύο  µεταβλητών,  µπορούµε  ασφαλώς  να
χρησιµοποιήσουµε τη συνάρτηση Solve.

Επίλυση του δεσµού ως προς τη µεταβλητή x:

Solve@eqn2, xD

99x →
1
¡¡¡¡
2
I2 − y −

è!!!!!!!!!!!!!!!!4 − 3 y2 M=, 9x →
1
¡¡¡¡
2

I2 − y +
è!!!!!!!!!!!!!!!!4 − 3 y2 M==
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Επίλυση του δεσµού ως προς τη µεταβλητή y:

Solve@eqn2, yD

99y →
1
¡¡¡¡
2
I1 − x −

è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!1 + 6 x − 3 x2 M=, 9y →
1
¡¡¡¡
2
I1 − x +

è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!1 + 6 x − 3 x2 M==

Παρατήρηση:  Η  συνάρτηση  Solve  µας  παρέχει  τη  δυνατότητα  να  καταλήξουµε  στο  ίδιο  αποτελέσµατα.
Συγκεκριµένα:

αν  θέλουµε  να  λύσουµε  το  σύτηµα  ως  προς  τη  µεταβλητή  x  απαλείφοντας  την  παράµετρο  a,
χρησιµοποιούµε την εντολή:

Solve@8a x + y « 1, x + H1 − aL y « 2<, x, aD

99x →
1
¡¡¡¡
2
I2 − y −

è!!!!!!!!!!!!!!!!4 − 3 y2 M=, 9x →
1
¡¡¡¡
2

I2 − y +
è!!!!!!!!!!!!!!!!4 − 3 y2 M==

ενώ  αν  θέλουµε  να  λύσουµε  το  σύτηµα  ως  προς  τη  µεταβλητή  y  απαλείφοντας  την  παράµετρο  a,
χρησιµοποιούµε την εντολή:

Solve@8a x + y « 1, x + H1 − aL y « 2<, y, aD

99y →
1
¡¡¡¡
2
I1 − x −

è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!1 + 6 x − 3 x2 M=, 9y →
1
¡¡¡¡
2
I1 − x +

è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!1 + 6 x − 3 x2 M==
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Κεφάλαιο 6ο: Όρια ακολουθιών και 
συναρτήσεων. Σειρές Taylor.

H entolή me thn opoίa brίskoume to όrio miaV akolouqίaV eίnai h Limit.

?Limit

Limit@expr, x−>x0D finds the
limiting value of expr when x approaches x0. More…

Me ??Limit brίskoume ta carakthristikά thV entolήV Limit

?? Limit

Limit@expr, x−>x0D finds the
limiting value of expr when x approaches x0. More…

Attributes@LimitD = 8Listable, Protected<

Options@LimitD = 8Analytic → False, Direction → Automatic<

To  protected  shmaίnei  όti  den  mporoύme  na  thn  allάxoume  enώ  to  Listable  shmaίnei  όti  mporeί  na
ejarmosteί sugcrόnwV se pollέV akolouqίeV dhl. se mia olόklhrh lίsta apo akolouqίeV. P.c

LimitA9 Log@nD
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

n
,
è!!!!
n

n
,

1 − n3
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
n2

=, n → ∞E

80, 1, −∞<

ΌpwV  blέpoume  h  1-n3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅn2 eίnai  apoklίnousa.  Eάn  h  akolouqίa  έcei  dύo  ή  perissόtereV  sugklίnouseV

upoakolouqίeV  tόte  apantάei  me  έna  mήnuma  thV  morjήV  Interval[{a,b}]  pou   shmaίnei  όti  upάrcoun
kάpoieV piqanέV lύseiV sto diάsthma [a,b]. p.c 

LimitA 1
¡¡¡¡
n

+ SinA n π
¡¡¡¡¡¡¡¡¡
2

E + CosA n π
¡¡¡¡¡¡¡¡¡
2

E, n → ∞E

Interval@8−2, 2<D

H parapάnw akolouqίa έcei duo oriakoύV ariqmoύV to 1 kai to -1. ΆV kάnoume kai έna diάgramma na to
doύme:
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Remove@LabeledListPlotD

oiPrwtoi20oroi = TableA 1
¡¡¡¡
n

+ SinA n π
¡¡¡¡¡¡¡¡¡
2

E + CosA n π
¡¡¡¡¡¡¡¡¡
2

E, 8n, 20<E;

<< Graphics`Graphics`
LabeledListPlot@oiPrwtoi20oroiD
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¦ Graphics ¦

Epeidή den apeikonίzontai όla ta shmeίa swstά, allάzoume ta carakthristikά thV LabeledListPlot:
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Remove@LabeledListPlotD

oiPrwtoi20oroi = TableA 1
¡¡¡¡
n

+ SinA n π
¡¡¡¡¡¡¡¡¡
2

E + CosA n π
¡¡¡¡¡¡¡¡¡
2

E, 8n, 20<E;

<< Graphics`Graphics`
LabeledListPlot@oiPrwtoi20oroi,
PlotRange → All, AxesOrigin → 80, 0<, AspectRatio → 0.8D
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Upάrcei kai άlloV έnaV trόpoV na doύme ta parapάnw shmeίa me thn crήsh  thV TextListPlot
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TextListPlotATableA 1
¡¡¡¡
n

+ SinA n π
¡¡¡¡¡¡¡¡¡
2

E + CosA n π
¡¡¡¡¡¡¡¡¡
2

E, 8n, 20<EE
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8 9

1011

1213

1415

1617

1819

20

¦ Graphics ¦

Upάrcei kai mia ceirόterh perίptwsh pou enώ upάrcei to όrio toMathematica adunateί na apantήsei ή
na dώsei lάqoV apάnthsh p.c

LimitA9 n!
¡¡¡¡¡¡¡¡
nn

,
è!!!!!!!
n!

n =, n → ∞E

— Series::esss :  Essential singularity encountered in GammaA 1
¡¡¡¡
n

+ 1 + O@nD3E.

— Series::esss :  Essential singularity encountered in GammaA 1
¡¡¡¡n + 1 + O@nD3E.

— Series::esss :  Essential singularity encountered in GammaA 1
¡¡¡¡
n

+ 1 + O@nD3E.

— General::stop :  
Further output of Series::esss will be suppressed during this calculation.

9Limit@n−n n!, n → ∞D, LimitAn!
1¡¡¡¡n , n → ∞E=

Eίnai gnwstό όti h prώth eίnai mhdenikή kai h deύterh apoklίnousa sto +¶.
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ListPlotATable@8n, n−n n!<, 8n, 100<D,

PlotLabel −> "οι όροι της ακολουθίας
n!
¡¡¡¡¡¡¡¡
nn

"E

20 40 60 80 100

1×10-7

2×10-7

3×10-7

4×10-7

οι όροι της ακολουθίας
n!
¡¡¡¡¡¡¡
nn

¦ Graphics ¦

AV scediάsoume tώra  thn n!
1¡¡¡¡n . H n!

1¡¡¡¡n  sumperijέretai grammikά me klίsh  "perίpou" eίnai ίsh me 1/3.
Gia na to apodeίxoume autό(grajikή apόdeixh!) scediάzoume kai thn nÅÅÅÅ3  me diajoretikά crώmata gia na
doύme thn diajorά :
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timesToyn = 70
Remove@DisplayTogetherD
<< Graphics`Graphics`
p3 =

DisplayTogetherAListPlotATableA9n, n!
1¡¡¡¡n =, 8n, 1, timesToyn<E,

PlotStyle → RGBColor@1, 0, 0DE, ListPlotA

TableA9n, n
¡¡¡¡
3
=, 8n, 1, times<E, PlotStyle → RGBColor@0, 0, 1DEE

70

10 20 30 40 50 60 70

5

10

15

20

25

¦ Graphics ¦

Genikά h crήsh twn grajikώn parastάsewn eίnai έna crήsimo ergaleίo. Όpou eίnai ejiktό qa dίnoume
kai mia kattάllhlh grajikή parάstash.

6.1 Aqroίsmata, Ginόmena,SeirέV
Tό άqroisma dίnetai apo thn sunάrthsh Sum. Ta όria tou aqroίsmatoV dίnontai me kάpoieV timέV sta
min  kai  max.  To  d  ,  an  upάrcei  paristάnei  to  bήma  pou  auxάnontai  oi  timέV  thV  metablhtήV  i.
SunoyίzontaV έcoume tiV parakάtw morjέV

Sum[f,{i,max}] ή Sum[f,{i,min,max}] ή Sum[f,{i,min,max,d}]

Paradeίgmata:

seira = SumA xi
¡¡¡¡¡¡¡
i
, 8i, 1, 10, 2<E

x +
x3
¡¡¡¡¡¡¡
3

+
x5
¡¡¡¡¡¡¡
5

+
x7
¡¡¡¡¡¡¡
7

+
x9
¡¡¡¡¡¡¡
9
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seira^2

i
k
jjx +

x3
¡¡¡¡¡¡¡
3

+
x5
¡¡¡¡¡¡¡
5

+
x7
¡¡¡¡¡¡¡
7

+
x9
¡¡¡¡¡¡¡
9
y
{
zz
2

Expand@seira^2D

x2 +
2 x4
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
3

+
23 x6
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
45

+
44 x8
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
105

+
563 x10
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
1575

+
124 x12
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
945

+
143 x14
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
2205

+
2 x16
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
63

+
x18
¡¡¡¡¡¡¡¡¡
81

ΌpwV blέpoume mia seirά mporoύme thn ceiristoύme όpwV qέloume. P.c na broύme to tetrάgwnό thV kai
epίshV mporoύme kai na thn paragwgήsoume ή na oloklhrώsoume!

D@seira, 8x, 2<DH∗ deyterh paragwgos ws pros x ∗L
integ = Integrate@seira, xDH∗ aoristo oloklhrwma ws pros x∗L

2 x + 4 x3 + 6 x5 + 8 x7

x2
¡¡¡¡¡¡¡
2

+
x4
¡¡¡¡¡¡¡
12

+
x6
¡¡¡¡¡¡¡
30

+
x8
¡¡¡¡¡¡¡
56

+
x10
¡¡¡¡¡¡¡¡¡
90

H sunάrthsh Coefficient eίnai polύ crήsimh diόti όtan to anάptugma thV seirάV eίnai arketά megάlo
mporeί na maV breί ton suntelestή miaV dύnamhV xn miaV metablhtήV x . P.c

Coefficient@integ, x, 10D

1
¡¡¡¡¡¡¡
90

ΆlleV  paralagέV  tou  Coefficient  mporeίte  na  breίte  patώntaV  F1  kata  ta  gnwstά.  Parakάtw
paraqέtontai  ta   merikά  aqroίsmata  dunάmewn  tou  i  se  morjή  pίnaka  kai  h  gnwstή  maV  gewmetrikή
prόodo me lόgo w.

TableA9m, ‚
i=1

n

im=, 8m, 1, 3<E êê TableForm

1 1¡¡¡¡2 n H1 + nL
2 1¡¡¡¡6 n H1 + nL H1 + 2 nL
3 1¡¡¡¡4 n2 H1 + nL2
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Sum@a ωi−1, 8i, 1, n<D

a H−1 + ωnL
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

−1 + ω

Gia na broύme an h parapάnw gewmetrikήseirάsugklίnei qέtoume n = ¶

Sum@a ωi−1, 8i, 1, ∞<D

−
a

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
−1 + ω

Prέpei  na  prosέxoume  όti  siwphlά  h  Sum upoqέtei  όti  o  paranomastήV  -1+w  έcei  thn  idiόthta  |w|<1
diόti alliώV den suglίnei! AV doύme ti gίnetai se antίqeth perίptwsh

Sum@H1.5Li−1, 8i, 1, ∞<D

−2.

pou  jusikά  eίnai  lάqoV(diόti  ejarmόzetai  lάqoV  o  tύpoV  − 1¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡−1+ω gia  w=1.5).  AV  doύme  lίgo  kai  thn
grajikή parάstash twn merikώn aqroismάtwn gia na to epibebaiώsoume

ListPlot@Table@8n, Sum@H1.5Li−1, 8i, 1, n<D<, 8n, 10<D,
PlotStyle → AbsolutePointSize@4DD

4 6 8 10

20

40

60

80

100

¦ Graphics ¦

To sύmbolo tou apeίrou  mporeί na eisacqeί grάjontaV \[Infinity  ] (metaxύ tou Infinity kai ] den prέpei
na  upάrcei  kenό  gιatί  den   qa  metarapeί  autόmata  se  ¶   )  ή  patώntaV  to  plήktro  Esc  kai  metά
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grάjontaV  inf kai xanapatώntaV  to  Esc  crhsimopoiώntaV  thn basikή palέta 3 BasicInput. Όmoia to

⁄n=0
m 1¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡f@nD mporeί na grajeί patώntaV ta plήktra  ÂsumÂ ‚Î+Ï n=0 ‚Î%Ï m ‚ÎâÏ 1‚/f[n]‚ÎâÏ   (

ta [ kai ] den ta ktupάme! to ‚Î+]gia parάdeigma shmaίnei όti patάme mazί to ‚ kai to + enώ to ‚ÎâÏ

eίnai  to  ‚  mazί  me  to  SPACE  plήktro  )  .  To  Limit  adunateί  na  breί  όmwV  thn  άpeirh  seirά  όtan
upάrcei kάpoia staqerά:

Limit@Sum@aωi−1, 8i, 1, n<D, n → ∞D

LimitA −1 + aωn
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
−1 + aω

, n → ∞E

Gia na  broύme to άqroisma thV seirάV me Limit qa prέpei angkastikά  na bάloume kάpoieV timέV sta a
kai w p.c

LimitA
−1 + 2 H −1¡¡¡¡¡¡

5
Ln

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
−1 + 2 H −1¡¡¡¡¡¡

5
L
, n → ∞E

5
¡¡¡¡
7

Me  Sum[f,{i,n,m},{j,k,l}]  mporoύme  na  pάroume  aqroίsmata   thV  f  [i,j]  όtan  έcoume  pάnw  apo  mia
metablhtή( edώ έcoume thn i kai thn j) p.c.

Sum@x^i y^j, 8i, 1, 4<, 8j, 1, 2<D

x y + x2 y + x3 y + x4 y + x y2 + x2 y2 + x3 y2 + x4 y2

H basikή entolή pou upologίzoume ginόmena eίnai h 

Product[f,{i,imin,imax}]

Mporoύme  na  broύme  kai  diplά  ginόmena  ή  ta  όria  gia  imax->¶  όpwV  gίnetai  kai  me  to  Sum.
Paradeίgmata:

ProductA Hi + 1L^2
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
i Hi + kL

, 8i, 1, n<E

ProductA Hi + 1L^2
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
i Hi + kL

, 8i, 1, ∞<E

H1 + nL Gamma@1 + kD Gamma@2 + nD
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

Gamma@1 + k + nD

Gamma@1 + kD
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Άskhsh: H sunάrthsh j(x) tou Euler dίnei to plήqoV twn akeraίwn n metaxύ tou 1 kai tou x oi opoίoi
den  έcoun  kanέna  koinό  diairέth  me  ton  x.  Sto  Mathematica   h  sunάrthsh  autή  dίnetai  me  thn  Euler-
Phi[x] p.c 

EulerPhi@60D

16

Sth  Qewrίa Ariqmώn  dίnetai me ton tύpo  jHxL = x‰I1 - 1ÅÅÅÅÅp M
pêx

ή  me άlla  lόgia  eίnai to x epί to ginόmeno

twn όrwn  1 - 1ÅÅÅÅÅp όpou to p eίnai έnaV prwtoV diairέthV tou x mikrόteroV jusikά apo to x. Na orίsetai

mia sunάrthsh 
phiEuler[x_Integer]  pou  qa eίnai  akribώV to  parapάnw  ginόmeno  Elέgxte ta apotelέsmata saV me thn
boήqeia thV  EulerPhi.

6.2 Όria sunartήsewn miaV metablhtήV
Έstw  f(x)  mia  sunάrthsh  kai  qέloume  na  upologίsoume  to  όrio  thV  kaqώV  to  x  teίnei  sto  x0.  Autό
grάjetai sto Mathematica Limit@ f @xD, x -> x0]. P.c 

LimitA 9 x^2 − 1
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
9 x^2 + 51 x − 18

, x →
1
¡¡¡¡
3
E

2
¡¡¡¡¡¡¡
19

Όtan to όrio den upάrcei ή adunateί na to breί, tόte bgάzei to mήnuma Interval[{a,b}] ή kάti άllop.c

LimitASinA 1
¡¡¡¡
x
E, x → 0E

Interval@8−1, 1<D

To  Interval[{-1,1}]  maV  bebaiώnei  όti  sίgoura  den  upάrcei  to  όrio  kai  όti  ίswV  upάrcoun  όria
upoakolouqiώn metaxύ tou -1 kai 1. Genikά όtan douleύomai me ta όria prέpei na eίmaste prosektikoί.
Upάrcei  dustucώV  kai  h  perίptwsh  pou  to  Mathematica  dίnei  lάqoV  όrio.  Gia  parάdeigma  aV  pάroume
thn f @xD = »x-2»ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅx-2 pou jusikά paίrnei timέV +1 apo  dexiά kai -1 apό aristerά. Opόte to όrio Limit[f[x],x-
>2] den qa έprepe na upάrcei. To Mathematica όmwV dίnei lάqoV apάnthsh:
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f@xD :=
Abs@x − 2D
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

x − 2
Limit@f@xD, x → 2D

1

Gia  touV  parapάnw  lόgouV  qa  prέpei  na  paίrnoume  merikέV  jorέV  kai  ta  pleurikά  όria  gia  na
diapistώnoume  an  parousiάzetai  kάpoia  asunέceia  ή  όci.To  όrio  apo  ta  aristerά  to  paίrnoume  me
Direction->1 enώ apo ta dexiά me   Direction->-1.

Limit@f@xD, x → 2, Direction → 1D
Limit@f@xD, x → 2, Direction → −1D

−1

1

6.3 Diplά όria sunartήsewn dύo metablhtώn
To  Mathematica    maV  parέcei  thn  dunatόthta  eύreshV  mόno  twn  diplώn  orίwn  Limit[Limit[f[x,y],y-
>y0],x->x0] kai   Limit[Limit[f[x,y],x->x0],y->y0]. Den  maV  parέcetai  h  dunatόthta  na  broύme to  όrio
Limit[f[x,y],(x,y)->(x0,y0)].  Autά  ta  όria  eίnai  crήsima  gia  na  bgάloume  kάpoia  sumperάsmata  gia
thn  sumperijorά  miaV  sunάrthshV  kontά  sto  shmeίo  (x0,y0).  Gia  parάdeigma  an  ta  όria  Limit[-
Limit[f[x,y],y->y0],x->x0] kai    Limit[Limit[f[x,y],x->x0],y->y0] όtan  upάrcoun  allά  den  eίnai  ίsa  tόte

den  mporeί  na  upάrcei  tό  diplό  όrio.  Antίstroja  an  upάrcei  to  όrio  tόte  ta  diplά  eίnai  ίsa.  AV
pάroume gia parάdeigma thn f[x,y]= x -y+x^2+y^2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅx+y kai aV broύme ta diplά όria sto (0,0):

Remove@f, x, yD

f@x_, y_D :=
x^2 + y

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
x^2 + y ^2

Limit@Limit@f@x, yD, x → 0D, y → 0D
Limit@Limit@f@x, yD, y → 0D, x → 0D

∞

1

Ta pleurikά όria kai oi grajikέV parastάseiV mporoύn na maV bohqήsoun na katanoήsoume kalύtera
thn  sumperijorά  thV  f  gύrw  apo  έna  shmeίo  (x0,y0).   Edώ  dίnontai  kάpoia  paradeίgmata  me  thn  Plot.
An duskoleύeste kai zhtάte boήqeia, mporeίtai na metajέretai ton kέrsora pάnw se mia sunάrthsh ή
se  kάpoia  epilogή  thV(p.c  pάnw  sthn  Plot)  kai  metά  patήste  F1  gia  na  pάrete  boήqeia  kai
paradeίgmata scetikά me thn sunάrthsh pou qέlete boήqeia. 
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Remove@fD

f@x_, y_D := IfAx^2 + y^2 ≠ 0,
x^2 + y

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
x^2 + y^2

, 0E

H∗ αν ο παρανοµαστής είναι 0 τότε θέτουµε τιµή =0∗L
x = 0;

ymin = −.2; ymax = .2;
x^2 + y

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
x^2 + y^2

Plot@f@x, yD, 8y, ymin, ymax<, PlotRange → 8−100, 100<,
PlotPoints → 50, AxesOrigin → 80, 0<,
AspectRatio → .8, MaxBend → 20, Compiled → FalseD

1
¡¡¡¡
y

-0.2 -0.1 0.1 0.2

-100

-75

-50

-25

25

50

75

100

¦ Graphics ¦

Bάlame skόpima perissόtera carakthristikά (options) sthn Plot apo όsa prάgmati creiάzontai ώste
na  mporeί  kάpoioV  na  mάqei  plhrojorίeV  gia  autά  mέsw  tou  plήktrou  F1.  Basikά  creiάzetai  h
plhrojorίa  PlotRangeØ{-100,100}  giatί  cwrίV  autή  ίswV  den  saV  bgeί  ena  katanohtό  grάjhma.  Me
thn  PlotRange kόboume  katά  boύlhsh  ton  άxona  twn  x  ή  twn  y.  (edώ  o   0y  scediάzetai  gia  timέV  -100
έwV  100  kai  me  AspectRatioØ.8  zhtάme  to  mήkoV  tou  kάqetou  άxona  na  eίnai  to  8/10  tou  mήkouV  tou
orizόntiou).  Apό  to  scήma  parathroύme  όti  gia  mikrέV  timέV  tou   x  kontά  sto  0  p.c  x=0 ta  pleurikά
όria kaqώV y->0 eίnai ¶ kai -¶ antίstoica. AV to doύme thn apάnthsh   me to Limit:
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Limit@Limit@f@x, yD, x → 0D, y → 0, Direction → 1D
Limit@Limit@f@x, yD, x → 0D, y → 0, Direction → −1D

LimitALimitAIfAx2 + y2 ≠ 0,
x2 + y

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
x2 + y2

, 0E, y → 0E, x → 0, Direction → 1E

LimitALimitAIfAx2 + y2 ≠ 0,
x2 + y

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
x2 + y2

, 0E, x → 0E, y → 0, Direction → −1E

Den ta katάjere! Edώ den  jtaίei to Limit allά o orismόV me to If pou dώsame gia thn  f. To Limit den
έcei prόblhma me mhdenikoύV paranomastέV h Plot όmwV mporeί na έcei lόgw tou trόpou pou scediάzei
thn  grajikή  parάstash(paίrnei  kάpoia  shmeίa  ston  άxona  Ox  brίskei  ta  timέV  thV  f   kai  enwnei  me
euqύgramma tmήmata ta shmeίa pou prokύptoun!).  AV antikatastήsoume  loipόn thn f  me to klάsma

x^2+yÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅx^2+y^2 mέsa sto Limit:

LimitALimitA x^2 + y
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
x^2 + y ^2

, x → 0E, y → 0, Direction → 1E

LimitALimitA x^2 + y
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
x^2 + y ^2

, x → 0E, y → 0, Direction → −1E

−∞

∞

Sto Mathematica upάrcei kai h perίergh perίptwsh na upάrcei to όrio kai na "mhn upάrcoun" ta diplά
όria. Έna tέtoio kakό parάdeigma eίnai h sunάrthsh
f[x,y]=x*Sin(1/y). To έna apo ta diplά όria eίnai to Interval[{0,0}](dhl. ousiastikά όrio to 0!!! ):

Limit@Limit@x Sin@1êyD, x → 0D, y → 0D
Limit@Limit@x Sin@1êyD, y → 0D, x → 0D

0

Interval@80, 0<D

AV kάnoume kai edώ thn grajikή parάstash gia arketέV timέV tou y kontά sto 0 gia na katalάboume
thn apάnthsh Interval[{0,0}].
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Remove@x, y, z, gD;
g@x_, y_D := If@y ≠ 0, x Sin@1êyD, 0D
xmin = −1; xmax = 1;
pinakas = Table@g@x, yD, 8y, −.02, .02, 1ê100<D
Plot@Evaluate@pinakasD, 8x, xmin, xmax<,
PlotRange → All, AspectRatio → 1, PlotPoints → 40D

80.262375 x, 0.506366 x, 0, −0.506366 x, −0.262375 x<

-1 -0.5 0.5 1

-0.4

-0.2

0.2

0.4

¦ Graphics ¦

apo autά blέpoume όti oi timέV tou eswterikoύ orίou Limit[x Sin[1/y],yØ0] den teίnoun se έna όrio f[x]
dhladή se kάpoia sunάrthsh tou x (blέpe kai pinakas)me apotέlesma na eίnai "adύnato" na breqeί kai
to  exwterikό  όrio  Limit[Limit[x  Sin[1/y],yØ0],xØ0].  Έtsi  άllote  paίrnoume  όrio  0  apo  dexiά  H0+L kai

άllote  0  apo  aristerάH0-L.To  Evaluate  metά  thn  Plot  anagkάzei  na  upologistoύn  prώta  όleV  oi
sunartήseiV  tou  pinaka  prin  ejarmosteί  h  Plot.  Diajoretikά  h  Plot  den  qa  mporoύse  na  kάnei  thn
grajikή parάstash dίoti qa nόmize όti o pinaka eίnai pίnakaV kai όci kάpoieV sunartήseiV!)

Άskhsh:  Ajoύ  breίte  apo  to  Help  tou  Mathematica  ti  kάnoun  oi  parakάtw  sunartήseiV  na
ermhneύsetai  me  tiV  grajikέV  parastάseiV  pou  parάgontai,  thn  sumperijorά  twn  diplώn  orίwn  thV
g[x_,y_]:=If[y∫0,x  Sin[1/y],0].  (prosocή  an  patήsete   diplό  klik  se  kάpoia  apo  tiV  grajikέV
parstάseiV pou qa prokύyoun qa deίte Movie!)
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<< Graphics`Animation`
g@x_, y_D := If@y ≠ 0, x Sin@1êyD, 0D
MoviePlot@g@x, yD, 8y, −1, 1<,
8x, −1, 1, 1ê20<, PlotRange → 8−1, 1<D
MoviePlot@g@x, yD, 8x, −1, 1<,
8y, −1, 1, 1ê20<, PlotRange → 8−1, 1<D

6.4 Akrόtata sunartήsewn
Gia na  broύme έna  topikό  elάcisto thV  f[x]  gύrw  apo  to  x0 grάjoume  FindMinimum@ f @xD, 8x, x0}]. Gia
to  topikό  mέgisto  arkeί  na  zhtήsoume  to  elάcisto  thV  -f[x]  diόti  maxf=  -min[-f].  An  bέbaia  έcoume
sunάthsh perisόterwn metablhtώn tόte gίnontai oi katάllhleV allagέV p.c gia na broύme to topikό
elάcisto  gύrw  apό  to  shmeίo  Hx0, y0L  grάjoume  Fin dMinimum@ f @x, yD, 8x, x0<, 8y, y0}].  AV  doύme  tiV
sunartήseiV autέVse scέsh me thn g pou ήdh meletήsame:

FindMinimum@g@.05, yD, 8y, 0.5<D
−FindMinimum@−g@.05, yD, 8y, 0.5<D

8−0.05, 8y → 0.212207<<

80.05, 8−Hy → 0.63662L<<

Dhladή  gia  x0=0.05 έcoume  mέgisto  0.05 gia  y=0.63662 kai elάcisto-0.05 gia  y=0.212207.AV kάnoume
kai thn grajikή parάstash:
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ymin = 0; ymax = 1;
Plot@g@.05, yD, 8y, ymin, ymax<,
PlotRange → All, AspectRatio → 1, PlotPoints → 40D
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-0.02

0.02

0.04

¦ Graphics ¦

An  prospaqήsoume  na  broύme  mέgisto  kai  elάcisto  thV  g   gia  timέV  tou  y  se  έna  diάsthma
[ymin,ymax] qa prέpei na bάloume ta όria pou qa kiniέtai to y wV exhV

y0 = 0.005; ymin = −1; ymax = .01;
FindMinimum@g@0.05, yD, 8y, y0, ymin, ymax<D
−FindMinimum@−g@0.05, yD, 8y, y0, ymin, ymax<D

8−0.05, 8y → 0.00501275<<

80.05, 8−Hy → 0.00630317L<<

Apo autά blέpoume όti h eύresh tou topikoύ megίstou kai elacίstou exartάtai apo to shmeίo pou tou
dίnomai. Έtsi gia y0 =0.5 έdwse άlla akrόtata kai gia y0 =0.005 άlla.
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Plot@g@0.05, yD, 8y, ymin, ymax<,
PlotRange → All, AspectRatio → 1, PlotPoints → 40D
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An  tώra  staqeropoiήsoume  thn  timή  tou  y  p.c  y=.05 blέpoume  όti  eίnai  adύnaton  na  pάroume  kάpoia
akrόtata:

x0 = 0.05; xmin = −1; xmax = 1;
FindMinimum@g@x, .05D, 8x, x0, xmin, xmax<D

— FindMinimum::regex :  
Reached the point 8−1.64894< which is outside the region 88−1., 1.<<.

FindMinimum@g@x, 0.05D, 8x, x0, xmin, xmax<D

Dhladή  den  mpόrese  na  breί  έna  topikό  elάcisto  sta  doqέnta  όria  tou  x  .  AV  kάnoume  pάli  thn
grajikή parάstash gia na doύme ti akribώV sumbaίnei:
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Remove@xD
g@x, 0.05D
Plot@g@x, 0.05D, 8x, xmin, xmax<,
PlotRange → All, AspectRatio → 1, PlotPoints → 40D

0.912945 x
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¦ Graphics ¦

prάgmati  loipόn  den  έcei  kάpoio  akrόtato  allά  oi  timέV  g[x,0.05]megalώnoun  ή  mikraίnoun  sunέceia!
An pάroume kai ta akrόtata kai wV proV tiV dύo metablhtέV qa diapistώsoume ta ίdia:

x0 = 0.05; xmin = −1; xmax = 1; y0 = 0.005; ymin = −1; ymax = .01;
FindMinimum@g@x, yD, 8x, x0, xmin, xmax<, 8y, y0, ymin, ymax<D

— FindMinimum::fmgs :  
Could not symbolically find the gradient of g@x, yD. Try using

the default method, giving two starting values for each variable.

FindMinimum@g@x, yD, 8x, x0, xmin, xmax<, 8y, y0, ymin, ymax<D
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6.5 SeirέV dunάmewn, SeirέV Taylor kai Mac-Laurin
Έstw f(x) sunάrthsh, pou έcei suneceίV paragώgouV wV proV x mέcri kai n tάxewV sto shmeίo  a kai
upάrcei h parάgwgoV n+1 tάxhV thV f sto a  tόte upάrcei to anάptugma thV f se seirά gύrw apo to a
se dunάmeiV Hx - aLnp.c.gia n=4

Series@f@xD, 8x, a, 4<D

f@aD + fÃ@aD Hx − aL +
1
¡¡¡¡
2
fÃÃ@aD Hx − aL2 +

1
¡¡¡¡
6
fH3L@aD Hx − aL3 +

1
¡¡¡¡¡¡¡
24

fH4L@aD Hx − aL4 + O@x − aD5

To n+1=5 kai to O@x − aD5paristάnei to upόloipo(ή sjάlma ) n+1 tάxhV thV f gia to shmeίo a kai έcei
thn  idiόthta  to  όrio  kaqώV  x->a  na  eίnai  0  dhl.  Limit[O@x − aD5,x->a]=0.  O  parapάnw  tύpoV  eίnai  o
tύpoV tou Taylor gia thn f. Eidikά όtan a=0 o tύpoV autόV gίnetai 

Series@f@xD, 8x, 0, 4<D

f@0D + fÃ@0D x +
1
¡¡¡¡
2
fÃÃ@0D x2 +

1
¡¡¡¡
6
fH3L@0D x3 +

1
¡¡¡¡¡¡¡
24

fH4L@0D x4 + O@xD5

pou den eίnai άlloV apo ton tύpo tou Mac Laurin gia thn f. Allά aV doύme kai paradeίgmata:

seira = Series@Log@xD, 8x, 1, 4<D

Hx − 1L −
1
¡¡¡¡
2
Hx − 1L2 +

1
¡¡¡¡
3
Hx − 1L3 −

1
¡¡¡¡
4

Hx − 1L4 + O@x − 1D5

Thn parapάnw seirά mporoύme na thn uyώsoume sto tetrάgwno na thn paragwgίsoume wV proV x na
thn oloklhrώsoume p.c

seira^2
D@seira, 8x, 2<DH∗η δευτερη παράγωγος ως προς x ∗L
Integrate@seira, xDH∗αόριστο ολοκληρωµα ως προς x ∗L

Hx − 1L2 − Hx − 1L3 +
11
¡¡¡¡¡¡¡
12

Hx − 1L4 −
5
¡¡¡¡
6
Hx − 1L5 + O@x − 1D6

−1 + 2 Hx − 1L − 3 Hx − 1L2 + O@x − 1D3

1
¡¡¡¡
2

Hx − 1L2 −
1
¡¡¡¡
6
Hx − 1L3 +

1
¡¡¡¡¡¡¡
12

Hx − 1L4 −
1

¡¡¡¡¡¡¡
20

Hx − 1L5 + O@x − 1D6
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Χρήσιµες  και  στενά  συνδεµένες  µε  την  Series  είναι  και  οι  Normal  

που  αποκόπτει  το  υπόλοιπο  O@x − aDn απο το ανάπτυγµα Taylor και η

SeriesCoefficient που επιστρέϕει τον συντελεστή κάποιας δύναµης

Hx − aLm στο ανάπτυγµα Taylor. Ας δούµε τα παραδείγµατα που ακολουθούν :

Normal@seiraD
SeriesCoefficient@seira^2, 4D

−1 −
1
¡¡¡¡
2
H−1 + xL2 +

1
¡¡¡¡
3
H−1 + xL3 −

1
¡¡¡¡
4
H−1 + xL4 + x

11
¡¡¡¡¡¡¡
12

TeleiώnontaV  na  poύme  όti  an   h  sunάrthsh   f  eίnai  duo  metablhtώn  tόte  mporoύme  na  pάroume  thn

diplή  Series. Έtsi h Series[f,  8x, x0,  nx<, 8y, y0, ny<]brίskei prώta to anάptugma wV proV to y,
kai metά wV proV to x.  
P.c 

Series@Sin@x yD, 8x, 0, 7<, 8y, 0, 7<D

Hy + O@yD8L x + i
k
jj−

y3
¡¡¡¡¡¡¡
6

+ O@yD8y
{
zz x3 +

J y5
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
120

+ O@yD8N x5 + J−
y7

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
5040

+ O@yD8N x7 + O@xD8

6.6 H ejaptόmenh  miaV sunάrthshV 
Me  thn  eukairίa  twn  seirώn  Taylor thV  f  gύrw  apo  to  shmeίo  a prέpei   na  poύme όti  ta  poluwnumikά
anaptύgmata  pou  prokύptoun  me  thn  sunάrthsh  Normal  proseggίzoun  polύ  kalά  thn  sunάrthsh  f
gύrw  apo  to  a.  ¨Oso  megalύtero  to  n  tόso  kalύterh  h   prosέggish.  Ousiastikά  loipόn  ta

anaptύgmata  Taylor  apoteloύn  ta  "ejaptόmena"  poluώnuma  thV   f  sto  a.  Gia  n=1  έcoume  thn

ejaptόmenh  euqeίa  Parάdeigma:  gia  na  broύme  thn  ejάptomenh  sthn  Log[x]  gia  a=0.5  qέtoume  n=1
sthn Series kai metά thn paίrnoume thn Normal

efaptomenh = Normal@Series@Log@xD, 8x, .5, 1<DD

−0.693147 + 2. H−0.5 + xL
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Plot@8Log@xD, efaptomenh<, 8x, 0, 2<,
AxesOrigin → 80, 0<, AspectRatio → 1, PlotStyle →

88RGBColor@1, 0, 0D, Thickness@.01D<, 8Dashing@80.02, 0.02<D<<D
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¦ Graphics ¦

Sto  parapάnw  grάjhma  scediάsame  mazί  thn  Log  kai  thn  ejaptόmenh  euqeίa.  To  RGB[1,0,0]  eίnai  to
kόkkino crwma kai to crhsimopoiήsame gia thn Log enώ to Dashing dhl. tiV diakekommέneV grammέV gia
thn  ejaptomέnh.  Parathreίste  όti  prάgmati  h  euqeίa  eίnai  ejaptόmenh  sto  shmeίo  a=0.5.  Me  crήsh
thV  Normal[Series[Log[x],{x,.5,n}]]  gia  n  megalύtera  tou  1  mporoύme  na  pάroume  kalύtereV
prosegistikέV kampύleV sthn Log. Mporeίtai na kάnetai thn grajikή parάstash gia n>1  gia na deίte
thn  diajorά.  An  tώra  qέloume  mia  kalύterh  prosέggish  me  poluώnumo  p.c  4  baqmoύ  (gύrw  apo  to
shmeίo a jusikά)qa prέpei na broύme thn Series 4 baqmoύ dhladή:
 

efaptomenh4 = Normal@Series@Log@xD, 8x, .5, 4<DD

−0.693147 + 2. H−0.5 + xL −

2. H−0.5 + xL2 + 2.66667 H−0.5 + xL3 − 4. H−0.5 + xL4
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Plot@8Log@xD, efaptomenh4<, 8x, 0, 2<,
AxesOrigin → 80, 0<, AspectRatio → 1, PlotStyle →

88RGBColor@1, 0, 0D, Thickness@.01D<, 8Dashing@80.02, 0.02<D<<D
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¦ Graphics ¦

Άskhsh:  Dίnetai  h  sunάrthsh  f[x_]:=è!!!!!!!!!!!2 + x .  Breίte  ta  anaptύgmata  Mac-Laurin   thV  f[x]  baqmoύ
n=1,2,...20 me thn boήqeia thV Series kai omadopoiήste ta apotelέsmata se mia lίsta. Sthn sunέceia
ejarmόsete  thn  Normal  sth  lίsta  kai   sthn   lίsta  pou  prokύptei  qέste  x=0.   Qa  prokύyoun  20
ariqmoί.  Exhgeίste  giatί  autoί  oi  όroi  apoteloύn  mia  suglίnousa  akolouqίa  me  όrio  to  è!!!2 . Pόso
perίpou eίnai  to è!!!2 apo tiV proseggίseiV saV;
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Κεφάλαιο 7ο: 
Παραγώγιση και 
ολοκλήρωση.

7.1 Paragώgish kai oloklήrwsh
ΌpwV gnwrίzoume h parάgwgoV f'[x] dίnetai apό ton tύpo LimitA f Hx+hL- f HxLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅh , h Ø 0E parάdeigma:

Remove@fD
f@x_D := 3 x − 2êx

LimitA f@x + hD − f@xD
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

h
, h → 0E

3 +
2

¡¡¡¡¡¡¡
x2

Fusikά  upάrcei  kai  h  sunάrthsh  D[f[x],{x,n}]  pou  epistrέjei  cwrίV  kόpo  thn  n-iostή  parάgwgo  wV
proV  x.  Eidikά  eάn  n=1(prώth  parάgwgoV)  tόte  mporoύme  na  grάyoume  aplά  D[f[x],x]  ή  pio  aplά  me
f'[x]. Me f''[x] ennooύme thn  2h parάgwgo wV proV x k.o.k. An qέloume na broύme thn n-iostή parάgwgo
cwrίV na  maV endiajέrei to όnoma thV metablhtήV pou paragwgίzoume mporoύme na crhsimopoiήsoume
thn 
Derivative[n][f]. Sthn  Derivative upoqέtoume όti h f έcei mόno mia metablhtή(thn #1) kai wV proV autή
kai mόno paragwgίzoume. To apotέlesma qa periέcei autήn thn anώnumh metablhtή. 
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D@f@xD, 8x, 1<D
D@f@xD, xD
f'@xD
Derivative@1D@fD

3 +
2

¡¡¡¡¡¡¡
x2

3 +
2

¡¡¡¡¡¡¡
x2

3 +
2

¡¡¡¡¡¡¡
x2

3 +
2

¡¡¡¡¡¡¡¡¡
#12 &

Gia thn paragώgish sunartήsewn me parapάnw apo mia metablhtέV h diadikasίa eίnai parόmoia.Gia
parάdeigma  me  D[f[x,y],{x,m},{y,n}]  epistrέjetai   h  merikή  parάgwgoV   ∑n+m f ê∑ xm ∑ yn  όpou  prώta
paragwgίzoume  wV  proV  y(n-iostή   parάgwgoV  )  kai  metά  wV  proV  x(  m-iostή  parάgwgoV  thV
prokύptousaV sunάrthshV). H D[f,x,y] eίnai suntomograjίa thV  D[f[x,y],{x,1},{y,1}] dhl. thV ∂x,y f .
Apo  ta  parakάtw  paradeίgmata  eίnai  janerό  όti  den  prέpei  na  prospaqoύme  na  paragwgίsoume  mia
sunάrthsh  pou  έcei  If(dhl,  o  orismόV  thV  cwrίzetai  se  periptώseiV)  .  Emjanίzetai  to  ίdio  prόblhma
pou eίcame kai me thn Limit!

Remove@gD
g@x_, y_D := If@y ≠ 0, x Sin@1êyD, 0D
D@g@x, yD, 8x, 2<, 8y, 1<D

If@y ≠ 0, 0, 0D

ParagwgishOloklhrwsh.nb 2



Remove@gD
g@x_, y_D := x Sin@1êyD
D@g@x, yD, 8x, 2<, 8y, 1<D
D@g@x, yD, 8x, 2<D
D@g@x, yD, y, xD

0

0

−
Cos@ 1¡¡¡¡y D¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

y2

H   D[f[x],{x,4}]  parάgei  to  ίdio  apotέlesma  me  to  f''''[x],  me  to   D[f[x],x,x,x,x]  kai  teloV  me  to
∑8x,4< f @xD. Dialέxte  όti  saV  arέsei!  To  sύmbolo  ∑Ñ Ñ  to  brίskoume  sthn  palέtta  BasicInput.  Edώ
prέpei  na  prosέcoume  όtan  έcoume  ginόmeno  sunartήsewn  na  bάzoume  parenqέseiV  alliώV  upάrcei
perίptwsh  lάqouV  apo  dikή  maV  upαιtiόthta  p.c  an  xecάsoume  tiV  parenqέseiV  sthn  ∑x Hx Sin@xDLqa
pάroume kata lάqoV

∂x x Sin@xD

Sin@xD

dhl.paragώgise mόno thn x kai όci to ginόmeno!  

Άn qeloume na paragwgίsoume thn g[y] wV proV x tόte όpwV gnwrίzoume apo thn Qewrίa  h parάgwgoV
eίnai 0 ektόV kai an qewroύme όti h y den eίnai mia staqerά allά mia sunάrthsh tou x. Autό dhlώnetai
me thn sunάrthsh NonConstants p.c

Remove@gD
D@g@yD, x, NonConstants → yD
Remove@g, fD
D@f@g@tDD, x, NonConstants → tD

D@y, x, NonConstants → 8y<D gÃ@yD

D@t, x, NonConstants → 8t<D fÃ@g@tDD gÃ@tD

Sto deύtero parάdeigma qewrήsame όti h metablhtή t einai mia sunάrthsh thV x.
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7.2 Eύresh topikώn akrόtatwn me  crήsh twn 
merikώn paragώgwn
Έcoume  ήdh  anajέrei  thn  sunάrthsh  FindMinimum  gia  thn  eύresh  kάpoiwn  akrotάtwn  miaV
sunάrthshV  f.  ΌmwV  edώ  qa  prospaqήsoume  na  broύme  ta  topikά  akrόtata  ή  toulάciston  ta
"piqanά"  topikά  akrόtata  thV  f  lύnontaV  thn  exίswsh  f'[x]==0 an  h  f  έcei  mόno  mia  metablhtή  ή  έna
sύsthma exisώsewn an έcei parapάnw (p.c ∑x f = ∑y f = 0 an h f έcei dύo metablhtέV). Gia thn lύsh
twn  susthmάtwn  autώn  mporoύme  na  crhsimopoiήsoume  thn  Solve.  An  oi  parάgwgoi  den  eίnai
poluώnuma  tόte  protimάme  na  pάroume  ariqmhtikέV  lύseiV  me  thn  NSolve  ή  thn  FindRoot.  Edώ  na
qumήsoume  όti  h  FindRoot  έcei  thn  morjή  FindRoot[8eqn1,  eqn2,  … <,  8x,  x0<,  8y,  y0<,  … ]όpou

eqn1, eqn2,  …eίnai  to  sύsthma twn  exisώsewn kai x0, y0, ... eίnai  kάpoioi ariqmoί  "kontά" se kάpoia

pragmatikή  lύsh  tou  sustήmatoV.  Autό  eίnai  kai  to  megάlo  prόblhma  me  thn  FindRoot:  prέpei  na
yάxeiV  kontά  alliώV  mporeί  na  mhn  breiV  kammίa  lύsh! Paradeίgmata:  AV  prospaqήsoume  na  broύme
ta topikά akrόtata thV  x Sin[1/y] me thn NSolve kai thn FindRoot kai gia x=0.05

g@x_, y_D := x ∗ Sin@1êyD
g1@x_, y_D := D@x ∗ Sin@1êyD, xD
g2@x_, y_D := D@x ∗ Sin@1êyD, yD
g2@x, yD
z = NSolve@g2@0.05, yD « 0, yD
0.05 Sin@1êyD ê. z

−
x Cos@ 1¡¡¡¡y D¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

y2

— Solve::ifun :  
Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found.

88y → −0.63662<, 8y → 0.63662<<

8−0.05, 0.05<

FindRoot@g2@0.05, yD « 0, 8y, 0.1, −1, 1<D

— General::ivar :  0.1` is not a valid variable.

— General::ivar :  0.1` is not a valid variable.

— FindRoot::frnum :  
Function 8∂0.1H−0.0272011L< is not a length 1 list of numbers at 8y< = 80.1<.

FindRoot@g2@0.05, yD == 0, 8y, 0.1, −1, 1<D
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Na exhgήsoume όti h NSolve έbgale polύ eύkola έna topikό akrόtato sto shmeίo y=0.63662( kai άllo
έna  sto  yØ-0.63662)  .  Eίnai  mέgisto  diόti  sto  prohgoύmeno  kejάlaio  eίcame  kάnei  kai  thn  grajikή
parάstash  thV  g2[0.05,y].  DustucwV  den  ta  brήke  όla.  Me  thn  FindRoot  mporoύme  na  broύme  kai
άlla!  To  problhma  eίnai  pwV  dialέgoume  to  arcikό  maV  y0  gia  na  xekinήsei  to  yάximo.  Qa  prέpei  na
kάnoume  diάjoreV  dokimέV  sto  y0 kai   gia  diάjora  diastήmata.  Άllo  έna  mikrόtero  prόblhma:  prέpei
na  grάyoume  ton  tύpo  thV  g2  apeuqeίaV  (cwrίV  crήsh  tou  orismoύ  tou)  alliώV  bgaίnoun  perίerga
mhnύmata όpwV to FindRoot::frnum :  Function 8∂0.1H−0.0272011L<is not a length 1 list of
numbers at {y} = {0.1}.                                     

Remove@g2D

g2@x_, y_D := −
x CosA 1¡¡¡¡

y
E

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
y2

ymin = −1
ymax = 1
z = FindRoot@g2@0.05, yD == 0, 8y, 0.1, −1, 1<D
g@0.05, yD ê. z

−1

1

8y → 0.0909457<

−0.05

 Epanalambάnoume  xanά  thn  genikή  arcή:  όtan  orίzoume   sunartήseiV:  na  mhn  crhsimopoioύme  άlleV
ήdh  kataskeuasmέneV  allά  na  tiV  orίzoume  "kateuqeίan".  Έtsi  den  qa  ήtan  kalό  gia  parάdeigma,  na
orίzame  g[x,y]:=x*Sin[1/y]  kai  sthn  sunέceia   g2[x_,y_]:=D[g[x,y],y]  allά  qa  ήtan  protimόtero  na

orίzame kat'euqeίan g2[x,y]:=−
x Cos@ 1¡¡¡¡y D¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡y2  .  An qέloume perissόtereV lύseiV me megalύterh akrίbeia qa

prέpei  na  allάxoume  thn  arcikή  timή  tou  y0  na  qέsoume  mikrόtera  diastήmata  ymin,  ymax  kai  na
bάloume epiplέon orίsmata mέsa sthn FindRoot p.c

z = FindRoot@g2@0.05, yD == 0, 8y, 0.01, 0.001, 0.09<,
AccuracyGoal → 24, WorkingPrecision → 34,

MaxIterations → 50D
g@0.05, yD ê. z

8y → 0.01010507575186637052500849291254059<

−0.05
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Άskhsh: Dίnetai h sunάrthsh f[x,y]:=x^2+ x*y+y^2-2*x-6*y. Na breίte ta kritikά shmeίa thV dhl. ta
shmeίa  pou  mhdenίzontai  oi  merikέV  parάgwgoi.  Sthn  sunέceia  crhsimopoiώntaV  thn  FindMinimum
prospaqήsete  na  apantήsete  an  ta  akrόtata  pou  brήkate  eίnai  topikά  mέgista  ή  topikά
elάcista.TέloV  crhsimopoieίste  thn  ContourPlot  gia  thn  f  kai  gia  katάllhla  diastήmata
{xmin,xmax} kai  {ymin,ymax}stouV  άxoneV  Ox  kai  Oy  antίstoica  (pou  na  periέcoun  to  ή  ta  shmeίa
pou  brήkate)  έtsi  ώste  na  deίte  an  prάgmati  h  grajikή  parάstash  pou  paίrnetai  sumjwneί  me  ta
apotelέsmata  pou  bgάlate.(Prosocή  prin  kalέsetai  thn  ContourPlot[x^2+x*y+y^2-2*x--
6*y,{x,xmin,xmax},{y,ymin,ymax}]  na  grάyete  <<Graphics`Graphics3D`  diόti  kάqe  sunάrthsh  gia
grajikέV parastάseiV έcei to dikό thV pakέto ektόV  apό merikέV pou den creiάzetai na kalέsoume to
pakέto  touV  siόti  jortώnetai  mόliV  anoίxoume  to  Mathematica).  Me  to  Help  prospaqήste  na  mάqete
perissόtera  gia  thn  ContourPlot  ώste  na  kάnete  to  grάjhma  saV  elkustikό.(  p.c  dώste  crώma
bάzontaV  mέsa  sthn  ContourPlot  to  ColorFunctionØHue.  Sto  ίdio  pakέto  anήkei  kai  h  ShadowPlot3D
epίshV   me  polύ  wraίa  apotelέsmata).  H  Plot3D(autή  den  creiάzetai  kanέna  idiaίtero  pakέto)  sthn
perίptwsh  maV  den  bohqά  polύ,  ektόV  kai  an  allάxete  lίgo  ton  crwmatismό  thV  epijάneiaV  pou
prokύptei me to epiplέon carakthristikό ColorFunction → Hue mesa sthn Plot3D.

7.3 Aόrista oloklhrώmata
H basikή entolή gia na broύme to aόristo oloklήrwma wV proV x eίnai h Integrate[f[x],x]. p.c

Integrate@f'@xD, xD
D@Integrate@f@xD, xD, xD

f@xD

f@xD

Dhladή  to  oloklήrwma  thV  paragώgou  thV  f  wV  proV  x   eίnai  h  ίdia  h  f!  Kai  h  parάgwgoV  tou

oloklhrώmatoV thV f  wV proV x eίnai pάli h f. Me άlla lόgia h oloklήrwsh me thn paragώgish eίnai

antίstrojeV sunartήseiV.AV kάnoume kai άlla paradeίgmata:
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Integrate@Log@xD, xD
Integrate@x^2 Cos@n xD, xD

‡ x^n ăx

Integrate@Log@x yD, x, yD
Integrate@Cos@Sin@xDD, xD

‡ E1−x2
 ăx

−x + x Log@xD

2 x Cos@n xD
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

n2 +
H−2 + n2 x2L Sin@n xD
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

n3

x1+n
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
1 + n

−2 x y + x y Log@x yD

‡ Cos@Sin@xDD ăx

1
¡¡¡¡
2

Ą è!!!π Erf@xD

AV arcίsoume na kάnoume parathrήseiV: 
1)Sto aόristo oloklήrwma paraleίpetai  h staqerά sto tέloV!
2)Mporoύme na oloklhrώsoume akόma kai an h sunάrthsh maV έcei mia ή parapάnw paramέtrouV (pc
thn n).
3)  Ta  aόrista  oloklhrώmata  upologίzontai  me  thn  siwphrή  upόqesh  όti  oi  crhsimopoioύmeneV
parάmetroi eίnai tέtoieV ώste όso h oloklhrwtέa sunάrthsh όso kai to apotέlesma na έcoun έnnoia.
Έtsi,  gia  parάdeigma,  to  oloklήrwma  x1+n

¡¡¡¡¡¡¡¡1+n pou  epistrέjei  to  Mathematica  gia  thn  oloklήrwsh

Ÿx^n ăx  xέroume  όti  eίnai  alhqέV,  upό  thn  proupόqesh  όti  to  n  eίnai  diajoretikό  tou  -1,  ajoύ,  wV

gnwstό, Ÿ x-1 „ x=ln[x].
4)To sύmbolo thV oloklήrwshV Ÿ Ñ „ Ñmporoύme na to broύme apo tiV palέteV 3BasicInput. ΈnaV άlloV
trόpoV cwrίV palέteV  eίnai na patήsoume diάjorouV  sunduasmoύV plήktrwn p.c  gia na grάyoume to

orismέno Ÿ
0

7

f@xD ăx qa prέpei na patήsoume: ÂintÂ ‚Î+Ï 0 ‚Î%Ï 7Ï ‚Î Ï f[x]ÂddÂx ( ta [ kai ]

den ta ktupάme! to ‚Î+]gia parάdeigma shmaίnei όti patάme mazί to ‚ kai to + enώ to ‚Î Ï eίnai to

‚ mazί me to SPACE plήktro ) .
5)Mporoύme  na  έcoume  kai  diplά  (allά  kai   pollaplά  oloklhrώmata)  όpwV  gia  parάdeigma  to
Integrate[Log[x y],x,y] pou isodunamei me Ÿ dx Ÿ dy Log@x, yDdhl. prώta oloklhrώnoume wV proV y kai to

apotέlesma metά wV proV x.
6)  Upάrcei  έna  megάlo  plhqoV  oloklhrwmάtwn,  ta  opoίa  upologίzetai  me  thn  crήsh  eidikώn
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sunartήsewn  όpwV  oi  Erf,  EulerGamma,  Fresnel,  Hypergeometric,  Elliptic  kai  άlleV.  Mporeίtai  na
breίte plhrojorίeV sto help.
7)  Upάrcoun   oloklhrώmata  ta  opoίa  den  mporeί  na  upologίsei  to  Mathematica.  Se  mia  tέtoia
perίptwsh epistrέjetai  to  ίdio to oloklήrwma p.c  sto Ÿ Cos@Sin@xDD ăx.  Fusikά άn  antί aόristo

έcoume orismέno oloklήrwma tόte mporoύme na pάroume mia ariqmhtikή timή tou me thn crήsh thV  N
ή  thV NIntegrate όpwV qa doύme parakάtw. p.c

olokl = NIntegrate@Cos@Sin@xDD, 8x, 0, Piê3<D

0.89975

7.4 Orismέna oloklhrώmata
H  basikή  entolή  gia  ta  orismέna  oloklhrώmata  eίnai  όpwV  kai  sta  aόrista  me  thn  eisagwgή  twn

orίwn p.c to orismέno oloklήrwma Ÿ
0

Piê3
Sin@xD2 Cos@xD3 „ x aplά qa to grάyoume 

Integrate@Sin@xD2 Cos@xD3, 8x, 0, Piê3<D

11 è!!!3
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

160

Mporoύme  jusikά  na  crhsimopoiήsoume  thn  3BasicInput  palέta  ή  patώntaV  plήktra.Mporoύme
jusikά na bάloume kai to άpeiro se έna ή kai sta dύo άkra

Integrate@Sin@xD2 Cos@xD3, 8x, 0, ∞<D

Integrate::idiv :  Integral of Cos@xD3 Sin@xD2 does not converge on 80, ∞<.

‡
0

∞

Cos@xD3 Sin@xD2 ăx

Se autήn thn perίptwsh to oloklήrwma den upάrcei! Se άllh perίptwsh όmwV upάrcei p.c

IntegrateAE−x2
, 8x, 0, ∞<E

è!!!π
¡¡¡¡¡¡¡¡¡

2

EpίshV se άlleV periptώseiV to Mathematica mporeί na maV apantήsei me to If p.c

Integrate@xn, 8x, 0, 1<D

IfARe@nD > −1, 1
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
1 + n

, ‡
0

1

xn ăxE

Autό  shmaίnei  όti  eάn  to  pragmatikό  mέroV  thV  paramέtrou  n  (diόti  mporeί  kάpoioV  na  dώsei  kai
migadikή  timή  sto  n)  eίnai  > tou  -1  tόte  to  oloklήrwma  eίna  ίso  me  1¡¡¡¡¡¡¡¡1+n  alliώV  den  mporeί  na  dώsei
apάnthsh! P.c aV bάloume n=2 
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% ê. n → 2

1
¡¡¡¡
3

Genikά  an  epiqumόume  na  qέsoume  kάpoiouV  periorismoύV  ston  upologismό  tou  orismέnou
oloklhrώmatoV  qa  prέpei  na  tiV  eisάgoume  me  thn   entolή  qa  Assumptions->   oi  periorismoί  p.c  an
qeloume  na  dhlώsoume  όti  mia  parάmetroV  m  paίrnei   pragmatikέV  timέV   (kai  όci  migadikέV)  qa
mporoύsame na to dhlώsoume lέgontaV όti to jantastikό mέroV eίnai 0 : Im[m]==0 p.c

Integrate@Sin@m xDêx, 8x, 0, Infinity<, Assumptions → Im@mD « 0D

1
¡¡¡¡
2

π Sign@mD

An den bάzame ton periorismό autό qa paίrname:

Integrate@Sin@m xDêx, 8x, 0, Infinity<D

IfAIm@mD == 0, 1
¡¡¡¡
2

π Sign@mD, ‡
0

∞ Sin@m xD
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

x
 ăxE

H entolή NIntegrate[f[x],{x,a,b}] epistrέjei mia ariqmhtikή prosέggish tou orismέnou oloklhrώmatoV

Ÿa
b f HxL „ xenώ  upάrcoun  kai  crήsima  epiplέon  carakthristikά  pou  mporoύme  na  prosqέsoume

όpwV gia parάdeigma AccuracyGoal-> 20 gia na beltiώsoume thn akrίbeia twn upologismwn. P.c

NIntegrate@Sin@xD^2 Cos@xD^3, 8x, 0, Piê3<,
AccuracyGoal → 20, WorkingPrecision → 30D

0.11907849302036031393

H  sunάrthsh  NIntegrate  eίnai  crήsimh  όtan  h  Integrate  den  mporeί  an  maV  bgάlei  έna  apotέlesma.  H
Integrate   kάnei   sumbolikoύV  upologismoύV  enώ  h  NIntegrate  crhsimopoieί   proseggistikέV
ariqmhtikέV meqόdouV.P.c

H∗Integrate@Abs@x−Log@xD+1.5D,8x,1,3<D∗L
NIntegrate@Abs@x − Log@xD + 1.5D, 8x, 1, 3<D

5.70416
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Bάlame  se  scόlia  to  prώto  oloklήrwma  diόti  se  maV  to  Mathematica  den  mpόrese  na  bgάlei  kάpoio
apotέlesma  parόlou  pou   perimέname  arketή  ώra!  ΌmwV  polύ  grήgora  h  NIntegrate  upolόgise  to
oloklήrwma!

7.5 Pollaplά oloklhrώmata
Me thn entolή Integrate mporoύme na upologίsoume kai diplά allά kai triplά k.o.k oloklhrώmata arkeί
na diamorjώsoume katάllhla ta όria D tou oloklhrώmatoV. AV doύme merikέV periptώseiV
1)H  periocή  D  apoteleίtai  apo  kάpoia  diastήmata  p.c  D = 8Hx, yL œ Ñ2 êa§x§b,  c  §  y§d}.  Tόte
upologίzoume ta oloklhrώmata qέtontaV ta katάllhla  όria {x,,a,b}, {y,c,d} p.c

Integrate@x y2 z3 , 8x, 0, 1<, 8y, 0, 1<, 8z, 0, 2<D

2
¡¡¡¡
3

Se autήn thn perίptwsh den pάizei rόlo h seirά oloklήrwshV:

Integrate@x y2 z3 , 8z, 0, 2<, 8x, 0, 1<, 8y, 0, 1<D

2
¡¡¡¡
3

2) H  periocή  D eίnai  mia  periocή  tou  didiάstatou  cώrou  pou  perikleίtai  apo  kάpoieV  kampύleV  ή  mia
periocή  tou  trsdiάstatou  cώrou  pou  perikleίetai  apo  kάpoieV  epijάneieV  k.o.k   tόte  qa  prέpei  na

prosέxoume  thn  seirά  pou  oloklhrώnoume(dhl.  wV  proV  poiά  metablhtή  qa  oloklhrώsoume  prώta,
metά  poia  akolouqeί  k.o.k).  Akolouqoύn  merikά   paradeίgmata  D kai  sunartήsewn   f  kai  h  seirά  pou
oloklhrώnoume.  Gia  na  gίnoun  kai  pio  parastatikά  qa  kάnoume  prώta  thn  grajikή  parάstash  twn
cwrίwn  D.  Sthn  didiάstath  perίptwsh  twn  D  qa  creiasteί  na  kalέsoume  to  pakέto  Graphics`Filled-
Plot` 
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<< Graphics`FilledPlot`
FilledPlot@8x^2, −x^2<, 8x, 0, 3<D
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¦ Graphics ¦

edώ  D = 8Hx, yL œ Ñ2 ê0§x§3, -x^2 § y§x^2} kai oloklhrώnoume mia f p.c thn 2 x -3 y^2 prώta wV proV
y kai metά wV proV x dhl. 

Integrate@2 x − 3 y^2, 8x, 0, 3<, 8y, −x^2, x^2<D

−
3807
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

7

Prέpei na prosέxoume όti to oloklήrwma pou prέpei na upologisteί prώto, mpaίnei pάntote sto tέloV
tou Integrate!   Άllo parάdeigma: 
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<< Graphics`FilledPlot`
FilledPlot@8Sqrt@xD, 3<, 8x, 0, 9<,

AxesOrigin → 80, 0<, AspectRatio → 1ê2D

2 4 6 8
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¦ Graphics ¦

edώ D = 8Hx, yL œ Ñ2 ê0§y§3, 0 § x§y^2} kai oloklhrώnoume prώta wV proV x kai metά wV proV y dhl.

Integrate@2 x − 3 y^2, 8y, 0, 3<, 8x, 0, y^2<D

−
486
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

5

Genikά  na  έcoume  sto  noύ  όti  oloklhrώnoume  teleutaίa  se   diάsthma   pou  έcei  staqerά  άkra  dhl.
eίnai thV morjήV tou kleistoύ diastήmatoV [a,b]. p.c an έcoume thn f[x,y,z]:=x y^2 z^3 kai qέloume na
broύme  to  triplό  oloklήrwma  sto  cwrίo  D = 8Hx, y, zL œ Ñ3 ê0§x§1,0§y§1-x,  0  §z§x*y}  pou
perikleίetai apo ta epίpeda x+y=1 kai z=0, kai thn epijάneia(uperbolikό paraboloeidέV) z=x*y . Lόgw
thV morjήV tou D oloklhrώnoume prώta wV proV z metά wV proV y  kai tέloV wV proV x. 

Integrate@x y^2 z^3, 8x, 0, 1<, 8y, 0, 1 − x<, 8z, 0, x y<D

1
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
288288

Bέbaia to ίdio oloklήrwma qa mporoύsame na to kάnoume diadocikά se trίa bήmata allά jusikά eίnai
kourastikό...
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int1 = Integrate@x y^2 z^3, 8z, 0, x y<D
int2 = Integrate@int1, 8y, 0, 1 − x<D
int3 = Integrate@int2, 8x, 0, 1<D

x5 y6
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

4

1
¡¡¡¡¡¡¡
28

H1 − xL7 x5

1
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
288288

Parakάtw  qa  prospaqήsoume  na  scediάsoume  to  D.  Gia  boήqeia  pάnw  sth  grajikή  sunάrthsh
ContourPlot3D  pou  crhsimopoioύme  mporeίte  na  anatrέxete  sto  Help  kai  epίshV  na  "paίxete"   me  tiV
grajikέV  parastάseiV   ajairώntaV  ή  allάsontaV  kάpoia  carakthristikά  ώste  na  katalάbete  ti
akribώV  kάnoun.  Qa  poύme  monάca  όti  h  plot1  paristάnei  to  epίpedo  z==0  me  kόkkino  crώma(Scόlio:
allάxame  to  z==0  se  kάti  scedόn  όmoio  z-0.00001==0  diόti  den  mporέsame  na  crwmatisoume   to
epίpedo  z==0 me  thn  ContourPlot3D!!  )  h  plot2 paristάnei  to  epίpedo  x+y=1 se   prάsino  kai  h  plot3 to
paraboloeidέV  z=x y me  mplέ  crώma.  To D eίnai  to  kleistό  cwrίo  pou  perikleίetai  metaxύ  twn  triώn
epijaneiώn.
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<< Graphics`ContourPlot3D`
plot1 = ContourPlot3D@z − 0.00001, 8x, 0, 1<, 8y, 0, 1<, 8z, 0, 1<,

ContourStyle → RGBColor@1, 0, 0D, DisplayFunction → IdentityD
plot2 = ContourPlot3D@x + y − 1, 8x, 0, 1<, 8y, 0, 1<, 8z, 0, 1<,

ContourStyle → RGBColor@0, 1, 0D, DisplayFunction → IdentityD
plot3 = ContourPlot3D@z − Hx yL, 8x, 0, 1<,

8y, 0, 1<, 8z, 0, 1<, PlotPoints → 85, 5<,
ContourStyle → RGBColor@0, 0, 1D, DisplayFunction → IdentityD

Show@plot1, plot2, plot3, Axes → True, Ticks → 8None, None, None<,
AxesLabel → 8"x Axis", "y Axis", "z Axis"<,
Lighting → False, DisplayFunction −> $DisplayFunction,
ViewPoint −> 82.434, −1.853, 0.866<D

¦ Graphics3D ¦

¦ Graphics3D ¦

¦ Graphics3D ¦

x Axis

y Axis

z Axisz Axis

¦ Graphics3D ¦

Antί tou parapάnw plot1 mporeίte kai na bάlete  έna kόkkino polύgwno wV exήV 
plot1 = Graphics3D@

8RGBColor@1, 0, 0D, Polygon@880, 0, 0<, 81, 0, 0<, 81, 1, 0<, 80, 1, 0<<D<,
DisplayFunction → IdentityD
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dokimάste parapάnw na deίte thn diajorά!

Άskhsh:  Na  upologisteί  to  diplό  oloklήrwma  thV  f @x, yD = 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅEx  Sqrt@yD  sthn  periocή
D = 8Hx, yL œ Ñ2 ê-2§y§0, |x-1|§4} kai na gίnei grajikή parάstash tou D.
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Κεφάλαιο 8ο: 
∆ιαφορικές εξισώσεις 

8.1 H entolή DSolve
Se  autό  to  kejάlaio  qa  ascolhqoύme  me  thn  lύsh  diajorikώn  exisώsewn  dhl.   exisώsewn  me
paragώgouV  stiV  opoίeV  eίnai  άgnwsth  mia  ή  perissόtereV  sunartήseiV  y[x]kai  pou  h  parάgwgoV
touV y'[x]  ikanopoieί  tiV exisώseiV.  P.c x^2 y'[x]-y[x]==0 (άgnwsth h y[x]) kai to sύsthma y'[x]+y[x]-
z[x]==Sin[x],z'[x]+y[x]+z[x]==Cos[x]  me  άgnwsteV  sunartήseiV  tiV  y[x],z[x].  Duo  eίnai  oi  basikέV
sunartήseiV  h  DSolve kai  h  NDSolve.   H deύterh  maV  parέcei  thn  dunatόthta  ariqmhtikήV  epίlushV
diajorikώn  exisώsewn  kai  susthmάtwn  kai  crhsimopoieί  proseggistikέV  meqόdouV  enώ  h  prώth
prospaqeί na breί mia akribή lύsh twn exisώsewn. 

? DSolve

DSolve@eqn, y, xD solves a differential equation for
the function y, with independent variable x. DSolve@
8eqn1, eqn2, ... <, 8y1, y2, ... <, xD solves a
list of differential equations. DSolve@eqn, y, 8x1,
x2, ... <D solves a partial differential equation. More…

dhl.  h  DSolve[eqn,  y, x]  lύnei  thn  diajorikή  exίswsh  eqn kai  brίskei  thn  sunάrthsh   y, h  opoίa  έcei
anexάrthth  metablhtή  thn  x.  H  DSolve[{eqn1,  eqn2,  ...   },  {y1,  y2,  ...   },  x]  lύnei  to  sύsthma  eqn1,
eqn2, ... apo diajorikέV exisώseiV me άgnwsteV tiV sunartήseiV y1, y2, ...  pou eίnai  sunartήseiV thV
x. TέloV h  DSolve[eqn, y, {x1, x2, ... }] lύnei thn exίswsh merikώn paragώgwn eqn wV proV  thn y pou
eίnai  sunάrthsh  twn  metablhtώn  x1, x2, ...  Akolouqoύn  arketά  paradeίgmata  (gia   didaktikoύV
lόgouV grάyame katά "lάqoV" DSolve[eqn,y[x],x] antί tou swstoύ DSolve[eqn,y,x])

Remove@eqn, y, xD
eqn = x^2 y'@xD − y@xD « 0;
DSolve@eqn, y@xD, xD

88y@xD → Ą−1êx C@1D<<

Blέpoume όti h  genikή  lύsh periέcei  mia staqerά C[1]. An perilambάnontai kai άlleV staqerέV sthn
lύsh  autέV  qa  apariqmoύntai  wV  C[1],[2],....Mporoύme  na  allάxoume  ton  sumbolismό  twn  staqerώn
όpwV maV arέsei p.c to C me sta8era  me thn entolή DSolveConstants->sta8era  p.c
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soll = DSolve@eqn, y@xD, x, DSolveConstants → sta8eraD

88y@xD → Ą−1êx sta8era@1D<<

Prosέxte  όti  h  lύsh  y[x]  den  dίnetai  apeuqeίaV  allά  mέsa  se  {{}}!!!  dhl.  mέsa  se  dύo  lίsteV  όpwV
jaίnetai kai apo thn FullForm:

FullForm@sollD

List@List@Rule@y@xD,
Times@Power@E, Times@−1, Power@x, −1DDD, sta8era@1DDDDD

PwV  όmwV  qa mporέsome na  "xetrupώsoume" thn  y[x]] apo  kei mέsa  gia  na broύme  gia  parάdeigma  to
tetrάgwnό thV; Qa anajέroume dύo trόpouV: 
PrώtoV trόpoV crhsimopoiώntaV thn Last ή isodύnama paίrnontaV to stoiceίo 2o thV soll[[1,1]] dhl.
to soll[[1,1]][[2]] pou grάjetai aploύstera soll[[1,1,2]]

soll@@1, 1, 2DD
Last@soll@@1, 1DDD

Ą−1êx sta8era@1D

Ą−1êx sta8era@1D

Ą−1êx sta8era@1D

DeύteroV trόpoV: crhsimopoiώntaV to sύmbolo /. thV antikatάstashV:

expr /. rules ejarmόzei touV kanόneV pou brίskontai sta rules gia na metaschmatίsei kάqe tmήma thV
expr. 

y@xD ê. soll

8Ą−1êx sta8era@1D<

Epeidή  όmwV upάrcoun pάli ta {} qa prέpei kalύtera na grάyoume 
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y@xD ê. soll@@1, 1DD

Ą−1êx sta8era@1D

ή isodύnama 

y@xD ê. soll@@1DD

Ą−1êx sta8era@1D

(To y[x]/.soll[[1]] aplά shmaίnei όti brίskoume prώta to y[x]/.soll dhl. th lίsta 8Ą−1êx sta8era@1D<
kai metά brίskoume to 1o stoiceίo thV lίstaV dhl. to Ą−1êx sta8era@1D(=y[x]/.soll[[1]] ). )
Tώra  apo  thn  stigmή  pou  έcoume  ton  tύpo  thV  y[x]  mporoύme  na  kάnoume  dokimή  an  dhl.  prάgmati
ikanopoieίtai h arcikή maV diajorikή exίswsh:

lysh = soll@@1, 1DD
eqn ê. lysh

y@xD → Ą−1êx sta8era@1D

−Ą−1êx sta8era@1D + x2 yÃ@xD == 0

DustucώV  den  apέdwse  h  antikatάstash  y@xD → Ą−1êx sta8era@1Dmέsa  sthn  eqn(den  pήrame
True  )  .Autό  sumbaίnei  diόti  gίnetai  antikatάstash  thV  sunάrthshV  y[x]  allά  όci  kai  thV
paragώgou thV y'[x] mέsa sthn eqn!!! Me  y@xD → Ą−1êx sta8era@1Dennooύme antikatάstash tou
y[x]  me  Ą−1êx sta8era@1Dkai  tίpota  parapάnw.  Me  authn  thn  antikatάstash  den  mporeί  na
katalάbei to Mathematica  όti me  y[x] ennooύme  sunάrthsh tou x !!! Opόte den έcei kammiά idέa gia to
pwV qa breί  mia timή  thV  y  ή  pwV qa paragwgίsei thn y. To mόno  pou xέrei eίnai h timή thV y[ ] όtan
έcoume  qέsei  to  grάmma  x.  Opόte  qa  prέpei  prώta  na  kάnoume  thn  antikάtάstash     thV   y[x]me
y[x]/.soll[[1,1]] kai tou  x me 3, gia na upologίsoume gia parάdeigma to y[3] kai prέpei na  broύme  thn
parάgwgo  y1  thV  y  kai  metά  na  antikatastήsoume  sthn  eqn  sugcrόnwV  tiV  antikatastrάtieV  twn
y[x],y'[x] gia na kάnoume thn dokimή. Thn parάgwgo (se morjή kanόna) thn brίskoume me D[soll,x][[1,1]]
kai se morjή sunάrthshV me D[y[x]/.soll[[1,1]],x]. AV doύme ta parakάtw apotelέsmata
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y@3D = y@xD ê. soll@@1DD ê. x → 3
paragwgoslyshs = D@soll, xD@@1, 1DD
y1@xD = D@Hy@xD ê. soll@@1, 1DDL, xD
eqn ê. 8lysh, y'@xD → y1@xD<
eqn ê. 8lysh, paragwgoslyshs<

sta8era@1D
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

Ą1ê3

yÃ@xD →
Ą−1êx sta8era@1D
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

x2

Ą−1êx sta8era@1D
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

x2

True

True

To  /.{lysh, y'[x]Øy1[x]} shmaίnei   όti sugcrόnwV  antikaqistoύme thn  y[x] me Ą−1êx sta8era@1D  kai
thn  y'[x]  me  y1[x]  mέsa  sthn  eqn.  AV  kάnoume  kai   έna  aplό  parάdeigma  gia  na  katalάboume  thn
diajorά:

8a, b, c< ê. a → b ê. b → d

8d, d, c<

8a, b, c< ê. 8a → b, b → d<

8b, d, c<

Sto  1o  parάdeigma  antikatastήsame  diadocikά  enώ  sto  2o  kάname  mia  antikatάstash  sugcrόnwV!
Giautό exάllou proέkuyan kai diajoretikά apotelέsmata!
Gia  na  katalάbei  to  Mathematica  όti  me  y[x]  ennooύme  mia  sunάrthsh  tou  x  qa  mporoύsame  gia
parάdeigma na orίsoume sth qέsh thV y thn f[z_]:=y[x]/.soll[[1]]/.xØz kai sth sunέceia όpou upάrcei h
y na th antikaqistoύme me thn f :
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f@z_D := y@xD ê. soll@@1DD ê. x → z
f'@zD
eqn ê. y → f

Ą−1êz sta8era@1D
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

z2

True

Scόlio:  An  antί  y[x]  qέsoume  aplά  y  mέsa  sthn   DSolve  tόte  ta  prάgmata  aplousteύontai.
Prosέxte prosektikά ta apotelέsmata parakάtw:
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y@xD ê. soll@@1, 1DD
D@y@xD ê. soll@@1, 1DD, xD
y@zD ê. soll@@1, 1DD
D@y@zD ê. soll@@1, 1DD, zD
Clear@yD
soll0 = DSolve@eqn, y, xD
y@3D ê. soll0@@1, 1DD
y@zD ê. soll0@@1, 1DD
D@y@zD ê. soll0@@1, 1DD, zD

Ą−1êx sta8era@1D

Ą−1êx sta8era@1D
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

x2

y@zD

yÃ@zD

88y → Function@8x<, Ą−1êx C@1DD<<

C@1D
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
Ą1ê3

Ą−1êz C@1D

Ą−1êz C@1D
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

z2

prosocή  άllo  apotέlesma  me  thn   DSolve[eqn,y,x]  kai  άllo   DSolve[eqn,y[x],x].  H  DSolve[eqn,y,x]
eίnai  polύ  crήsimh  diόti  maV  dίnei   to  y  na  eίnai  sunάrthsh  tou  x  kai  o  tύpoV  thV  y  eίnai
y[x]/soll0[[1,1]]  dhl.  =Ą−1êx C@1D.  ¨Etsi  gia  parάdeigma  to  y[z]  eίnai  ίso  me  y[z]/.soll0[[1,1]]  dhl.
Ą−1êz C@1Dkai h parάgwgoV wV proV z eίnai D[y[z]/.soll0[[1,1]], z] dhl. Ą−1êz C@1D¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡z2  . Parathreίste όti to
Mathematica  gia  thn   antίstoich  apάnthsh  pou  dίnei  h  DSolve[eqn,y[x],x]  ,  mporeί  na  breί  thn
parάgwgo  wV  proV  x  allά  den  gnwrίzei  pwV  na  brei  to  y[z]  oύte  thn  parάgwgo  wV  proV  z(όpwV  ήdh
proanajέrame)!!! 

To pleonέkthma eίnai janerό:   mporoύme me thn lύsh gia thn άgnwsth y pou dίnei h DSolve[eqn,y,x] na
kάnoume eύkola thn dokimή:
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lysh1 = soll0@@1, 1DD
eqn ê. lysh1

y → Function@8x<, Ą−1êx C@1DD

True

8.2 Oi dunatόthteV thV DSolve
Genikά  gia  thn  DSolve  prέpei  na  xέroume  όti  epilύei  1)  όleV  tiV  gram.  exisώseiV  me  staqeroύV
suntelestέV  poiasdήpote  tάxhV  2)έna  eurύ  jάsma  grammikώn  exisώsewn  me  mh  staqeroύV
suntelestέV  mέcri  2hV  tάxhV  kai  3)  έna  eurύ  jάsma  mh  grammikώn  diajorikώn  exisώsewn.  Mporeί
epίshV  na  epilύsei  diajorikέV  exisώseiV  me  merikέV  paragώgouV  arkei  na  dώsoume  tiV  anexάrthteV
metablhtέV  apo  tiV  opoίeV  exartάtai  h  zhtoύmenh  sunάrthsh,  upό  morjή  lίstaV.  Akolouqoύn
paradeίgmata:

Grammikή diajorikή exίswsh 1hV tάxhV 

eqn1 = y'@xD + y@xDêx +
Cos@xD − E^x
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

x
« 0

soll1 = DSolve@eqn1, y, xD

−Ąx + Cos@xD
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

x
+

y@xD
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

x
+ yÃ@xD == 0

99y → FunctionA8x<,
C@1D
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

x
+

Ąx − Sin@xD
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

x
E==

Eύresh miaV timήV thV y p.c thV y[3]

y@3D ê. soll1@@1, 1DD

C@1D
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

3
+

1
¡¡¡¡
3
HĄ3 − Sin@3DL

Όtan  upάrcoun  arcikέV  sunqήkeV  tiV  anagrάjoume  mέsa  sthn  entolή  DSolve  me  morjή  lίstaV  sth
morjή:

DSolve[{eqn, sunqήkeV},y,x]

 P. c gia na luqeί h eqn1 me thn arcikή sunqήkh y[2]==1 tόte qa grάyoume:
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DSolve@8eqn1, y@2D « 1<, y, xD

99y → FunctionA8x<,
2 − Ą2 + Ąx + Sin@2D − Sin@xD
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

x
E==

Grammikή diajorikή exίswsh 2hV tάxhV me staqeroύV suntelestέV

eqn2 = y''@xD − 2 y'@xD + y@xD « 0
soll1 = DSolve@eqn2, y, xD

y@xD − 2 yÃ@xD + yÃÃ@xD == 0

88y → Function@8x<, Ąx C@1D + Ąx x C@2DD<<

Edώ  emjanίzontai  dύo  staqerέV  sthn  lύsh.  Gia  na  exajanίsoume  thn  mia  apo  tiV  dύo  qa  prέpei  na
dώsoume  kάpoieV  arcikέV  sunqήkeV  sthn  y  ή  sthn  parάgwgo  y'.  An  dώsoume  arcikέV  sunqήkeV
sugcrόnwV kai stiV dύo tόte paίrnoume mia lύsh y cwrίV staqerέV:

DSolve@8eqn2, y@0D « 1<, y, xD
DSolve@8eqn2, y'@1D « 0<, y, xD
DSolve@8eqn2, y@0D « 1, y'@1D « 0<, y, xD

88y → Function@8x<, Ąx H1 + x C@2DLD<<

88y → Function@8x<, Ąx H−2 + xL C@2DD<<

99y → FunctionA8x<, −
1
¡¡¡¡
2

Ąx H−2 + xLE==

Grammikή diajorikή exίswsh 2hV tάxhV me mh staqeroύV suntelestέV

eqn3 = x y''@xD − H2 x + 1L y'@xD + Hx + 1L y@xD « x
è!!!!

x E^x
DSolve@eqn3, y, xD

H1 + xL y@xD − H1 + 2 xL yÃ@xD + x yÃÃ@xD == Ąx x3ê2

99y → FunctionA8x<,
4
¡¡¡¡
5

Ąx x5ê2 + Ąx C@1D +
1
¡¡¡¡
2

Ąx x2 C@2DE==
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Exίswsh me merikέV paragώgouV wV proV  x kai y kai άgnwsth sunάrthsh thn z[x,y]

eqn4 = x D@z@x, yD, xD + y D@z@x, yD, yD « z@x, yD
soll4 = DSolve@eqn4, z, 8x, y<D

y zH0,1L@x, yD + x zH1,0L@x, yD == z@x, yD

99z → FunctionA8x, y<, x C@1DA y
¡¡¡¡
x
EE==

Prosocή edώ me C@1D@ y¡¡¡¡x Dennooύme mia sunάrthsh C[1] miaV metablhtήV έstw t sthn opoίa έcoume
antikatastήsei thn metablhtή t me to lόgo y/x. AV kάnoume kai dokimή 

soll4@@1, 1DD
eqn4 ê. soll4@@1, 1DD
eqn4 ê. soll4@@1, 1DD êê Simplify

z → FunctionA8x, y<, x C@1DA y
¡¡¡¡
x
EE

y C@1DÃA y
¡¡¡¡
x
E + x i

k
jjC@1DA y

¡¡¡¡
x
E −

y C@1DÃ@ y¡¡¡¡x D¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
x

y
{
zz == x C@1DA y

¡¡¡¡
x
E

True

H Simplify kάnei touV apaitoύmenouV upologismoύV kai aplopoieί thn parάstash

OmogenήV  grammikή  exίswsh  2hV  tάxhV  (me  staqeroύV  suntelestέV  kai)me  merikέV  paragώgouV  kai
άgnwsth sunάrthsh thn z[x,y]

eqn5 =

D@z@x, yD, 8x, 2<D − 5 D@z@x, yD, x, yD + 6 D@z@x, yD, 8y, 2<D « 0
soll5 = DSolve@eqn5, z, 8x, y<D

6 zH0,2L@x, yD − 5 zH1,1L@x, yD + zH2,0L@x, yD == 0

88z → Function@8x, y<, C@1D@3 x + yD + C@2D@2 x + yDD<<

Edώ  blέpoume  όti  h  genikή  lύsh  periέcei  duo  sunartήseiV  C[1]  kai  C[2]  stiV  opoίeV  έcoume
antikatastήsei thn metablhtή touV me 3 x+y kai me 2 x+y antίstoica. H dokimή gίnetai eύkola:
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soll5@@1, 1DD
eqn5 ê. soll5@@1, 1DD
eqn5 ê. soll5@@1, 1DD êê Simplify

z → Function@8x, y<, C@1D@3 x + yD + C@2D@2 x + yDD

9 C@1DÃÃ@3 x + yD + 4 C@2DÃÃ@2 x + yD + 6 HC@1DÃÃ@3 x + yD + C@2DÃÃ@2 x + yDL −

5 H3 C@1DÃÃ@3 x + yD + 2 C@2DÃÃ@2 x + yDL == 0

True

8.3 Sustήmata diajorikώn exisώsewn kai h entolή 
FullSimplify
Me  thnDSolve  mporoύme  na  epilύsoume  kai  sustήmata  diajorikώn  exisώsewn,  aplά  qa  prosέxoume
na  dώsoume  mazί  me  tiV  diajorikέV  exisώseiV  kai  tiV  arcikέV  ή  oriakέV  sunqήkeV  mέsa  se  mia  lίsta
kai tiV άgnwsteV sunartήseiV mέsa se άllh lίsta.P.c 

system6 =

8y'@xD + y@xD − z@xD « Sin@xD, z'@xD + y@xD + z@xD « Cos@xD<;
agnwstesSynarthseis6 = 8y@xD, z@xD<;
soll6 = DSolve@system6, agnwstesSynarthseis6, xD
soll6 êê Simplify
soll6 êê FullSimplify

88y@xD → Ą−x C@1D Cos@xD + Ą−x C@2D Sin@xD +

Ą−x Sin@xD HĄx Cos@xD2 + Ąx Sin@xD2L, z@xD → Ą−x C@2D Cos@xD −

Ą−x C@1D Sin@xD + Ą−x Cos@xD HĄx Cos@xD2 + Ąx Sin@xD2L<<

88y@xD → Ą−x HC@1D Cos@xD + HĄx + C@2DL Sin@xDL,
z@xD → Ą−x HHĄx + C@2DL Cos@xD − C@1D Sin@xDL<<

88y@xD → Sin@xD + Ą−x HC@1D Cos@xD + C@2D Sin@xDL,
z@xD → Cos@xD + Ą−x HC@2D Cos@xD − C@1D Sin@xDL<<

Edώ  crhsimopoiήsame kai  thn  sunάrthsh  FullSimplify gia   na  kάnoume  όso  to  dunatόn  perissόtereV
aplopoiήseiV. AlliώV h lush όpwV blέpoume έcei perίplokh morjή. To ίdio qa kάnoume όpou creiάzetai
kai  parakάtw.  Gia  thn  dokimή  qa  prέpei  na  broύme  kai  tiV  paragώgouV  y'[x]  kai  z'[x]  kai  na
antikatastήsoume:
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system6 ê. soll6@@1DD ê. D@soll6@@1DD, xD
system6 ê. soll6@@1DD ê. D@soll6@@1DD, xD êê Simplify

8Ą−x Sin@xD HĄx Cos@xD2 + Ąx Sin@xD2L == Sin@xD,
Ą−x Cos@xD HĄx Cos@xD2 + Ąx Sin@xD2L == Cos@xD<

8True, True<

Scόlio  An  eίcame  qέsei  parapάnw  agnwstesSynarthseis6={y,  z}  antί  agnwstesSynarthseis6={y[x],z[x]}
qa eίcame apojύgei na broύme kai tiV paragώgouV twn y kai z gia na kάnoume thn dokimή . Autό όmwV
den to kάname  diόti h apάnthsh pou qa maV dinόtan qa perieίce  wV gnwstό, ta yØFunction[{x},... kai
zØFunction[{x},...kai dustucώV tόte  to Mathematica adunateί na kάnei Simplify ή FullSimplify!!!!

An  sto  parapάnw  sύsthma  έcoume  kai  arcikέV  sunqήkeV  p.c  y[p/2]=1  kai  z[p/2]=0  tόte  autέV
prostίqontai polύ aplά sto sύsthma:

DSolve@8system6, y@Piê2D « 1, z@Piê2D « 0<,
agnwstesSynarthseis6, xD êê FullSimplify

88y@xD → Sin@xD, z@xD → Cos@xD<<

8.4 H entolή NDSolve
Kleίnoume  to  kejάlaio  me  thn  NDSolve  h  opoίa  parέcei  th  dunatόthta  ariqmhtikήV  epίlushV
diajorikώn exisώsewn kai susthmάtwn. SunήqwV crhsimopoioύme thn NDSolve όpou mia akribή lύsh
den mporeί na breqeί me thn DSolve. P.c

Clear@eqn, sollD
eqn = y''@xD + 5 Log@y@xDD « 0;
soll « DSolve@8eqn, y'@0D « 1, y@0D « 1<, y@xD, xD

— DSolve::bvimp :  
General solution contains implicit solutions. In the boundary value problem

these solutions will be ignored, so some of the solutions will be lost.

soll == 8<

DSolve::bvimp: General solution contains implicit solutions. In the boundary value problem these solutions
will be ignored, so some of the solutions will be lost.

soll=={}

H sύntaxh thV entolήV eίnai 
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NDSolve[diajorikέV exisώseiV,y[x],{x,xmin,xmax}]

An  upάrcoun  perissόtereV  apo  mia  diaj.  exisώseiV  mpaίnoun  se  lίsta  mazί  me  tiV  arcikέV  sunqήkeV
an  autέV  bέbaia  upάrcoun.  Anti  y[x]  mporoύme  na  grάyoume  pio  aplά  y.  Fusikά  όpwV  ήdh  xέroume
sthn deύterh perίptwsh qa pάroume thn y wV sunάrthsh tou x enώ sthn prώth perίptwsh qa pάroume
thn timή y[x] thV y se morjή kanόna. Sto tέloV prέpei na dhlώsoume kai to diάsthma {x,xmin,xmax},
mέsa sto opoίo qέloume na doqeί h (proseggistikή) lύsh. P.c

Clear@sollD
soll = NDSolve@8eqn, y'@0D « 1, y@0D « 1<, y, 8x, 0, 4<D
soll1 = NDSolve@8eqn, y'@0D « 1, y@0D « 1<, y@xD, 8x, 0, 4<D

88y → InterpolatingFunction@880., 4.<<, <>D<<

88y@xD → InterpolatingFunction@880., 4.<<, <>D@xD<<

H  NDSolve  energeί  wV  exήV:  Upologίzei  th  lύsh  y,  proseggistikά,  prώta  gia  έna  mikrό  plήqoV
shmeίwn  tou  diastήmatoV  {xmin,xmax}. Autά  ta  shmeίa  mazί  me tiV prokύptouseV  timέV   ta bάzei  se
mia  lίsta  pou  thn  onomάzei  gia  suntomίa  <>.  Sth  sunέceia  kάnei  katάllhlh  parembolή  stiV
parapάnw timέV thV lίstaV <> gia na mporέsei na breί thn timή thV y[x] gia opoiodήpote άllo shmeίo
x tou  diastήmatoV.   Gia  autό  άllwste  sthn  apάnthsh  h  sunάrthsh  y  anajέretai  wV  Interpolating-
Function  dhladή  mia  sunάrthsh  pou  oi  timέV  thV  y[x]  upologίzontai  me  thn  mέqodo  parembolήV.  An
qέloume na broύme gia parάdeigma thn timή y[0.02] qa grάyoume έna apo ta parakάtw

Hy ê. soll@@1, 1DDL@0.02D
soll@@1, 1, 2DD@0.02D
y@xD ê. soll1 ê. x → 0.02

1.01999

1.01999

81.01999<

Prosocή  den  grάyame  skέta  y/.soll[[1,1]][0.02]  ή  y/.soll[[1]]/.x->0.02  diόti  den  qa  doulέyei!  Genikά  me
InterpolatingFunction[  …  ][x]  brίskoume  thn  timή  thV  sunάrthshV  parembolήV  y  sto  x.
EpίshV mporoύme na broύme kai όseV άlleV timέV qάloume kai na kάnoume kai grajikή parάstash thV
(proseggistikήV)  lύshV  thV  diajorikήV  exίswshV.  P.c  an  qeloume  na  broύme  tiV  timέs  y[x]  gia  x=0,
0.08, 2 0.08, 3 0.08, ... qa grάyoume
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pinakas1 = Table@y@xD ê. soll1, 8x, 0, 4, .08<D
pinakas = Table@soll@@1, 1, 2DD@xD, 8x, 0, 4, .08<D

881.<, 81.07958<, 81.15673<, 81.22925<, 81.29518<, 81.35286<,
81.40089<, 81.43816<, 81.46382<, 81.47731<, 81.47834<,
81.46688<, 81.44318<, 81.40776<, 81.36143<, 81.30524<,
81.24056<, 81.169<, 81.09246<, 81.01311<, 80.933368<,
80.855841<, 80.783302<, 80.718571<, 80.664395<, 80.623265<,
80.597208<, 80.587575<, 80.594882<, 80.618737<, 80.657895<,
80.710411<, 80.773845<, 80.845475<, 80.92248<, 81.00208<,
81.08163<, 81.15869<, 81.23106<, 81.2968<, 81.35424<,
81.40201<, 81.43898<, 81.46433<, 81.4775<, 81.4782<,
81.46642<, 81.44241<, 81.4067<, 81.3601<, 81.30367<<

81., 1.07958, 1.15673, 1.22925, 1.29518, 1.35286, 1.40089,
1.43816, 1.46382, 1.47731, 1.47834, 1.46688, 1.44318,
1.40776, 1.36143, 1.30524, 1.24056, 1.169, 1.09246, 1.01311,
0.933368, 0.855841, 0.783302, 0.718571, 0.664395, 0.623265,
0.597208, 0.587575, 0.594882, 0.618737, 0.657895, 0.710411,
0.773845, 0.845475, 0.92248, 1.00208, 1.08163, 1.15869,
1.23106, 1.2968, 1.35424, 1.40201, 1.43898, 1.46433,
1.4775, 1.4782, 1.46642, 1.44241, 1.4067, 1.3601, 1.30367<

Oi  timέV  den  diajέroun  se  kάqe  perίptwsh  aplώV  ston  prώto  pίnaka  emjanίzontai  me  thn  morjή
lίstaV. Me thn Plot mporoύme na kάnoume thn grajikh thV parάstash:

Plot@y@xD ê. soll1, 8x, 0, 4<, PlotStyle → RGBColor@1, 0, 0DD

1 2 3 4

0.6

0.8

1.2

1.4

¦ Graphics ¦

Fusikά gia thn deύterh perίptwsh qa mporoύsame na grάyoume 
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Plot@soll@@1, 1, 2DD@xD, 8x, 0, 4<, PlotStyle → RGBColor@0, 1, 0DD

1 2 3 4

0.6

0.8

1.2

1.4

¦ Graphics ¦

An  tώra  kάnoume  klίk  pάnw  sto  scήma  kai  sthn  sunέceia  patήsoume  sunecώV  to  plήktro   Alt
mporoύme na doύme sthn aristerή gwnίa thV oqόnhV maV tiV suntetagmέneV twn shmeίwn thV kampύlhV
maV. H entolή NDSolve ejarmόzetai exίsou apotelesmatikά kai se sustήmata diajorikώn exisώsewn.

Άskhsh:  Na  luqeί  ariqmhtikά  to  sύsthma  twn  diajorikώn  exisώsewn  y'[x]==Log[z[x]]+y[x],z'[x]==-
Log[y[x]]-2  z[x]me  arcikέV  sunqήkeV  y[2]==z[2]==1  sto  diάsthma  [2,5].  Na  breqoύn  oi  timέV  twn
sunartήsewn y[x] kai z[x] sta shmeίa x=2,2.5,3,3.5,...,5 kai na gίnoun oi grajikέV touV parastάseiV.
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Κεφάλαιο 9ο: Γραφικές 
Παραστάσεις
9.1 ∆ιδιάστατες Γραφικές Παραστάσεις

9.1.1 GrajikέV parastάseiV kampulώn.
Όtan  qέloume  na  kάnoume  thn  grajikή  parάstash  miaV  kampύlhV  c   prέpei  kat'  arcήn  na  doύme  me  poiό
trόpo perigrάjetai h c. PeriptώseiV:
1.  H  kampύlh  dίnetai  wV  grάjhma  miaV  sunάrthshV  f   tou  x.  P.c  f[x]=Cos[x].  Tόte  mporoύme  na
crhsimopoiήsoume thn Plot:

Plot@Sin@3 xD, 8x, −3 Piê2, 5 Pi<, AspectRatio → AutomaticD;

-5 5 10 15-1-0.5
0.51

Scόlia:  PatώntaV  pάnw  sto  grajikό  me  to  pontίki  o  deίkthV  se  rόmbo  pou  έcei  ena  staurό  mέsa  kai
emjanίzetai  έna  plaίsio   me  labέV.  Me  to  aristerό  plήktro  tou  pontikioύ  mporoύme  na  metakinήsoume  to
grajikό.  Me  tiV  "labέV"   mporoύme  na  allάxoume  tiV  diastάseiV  tou  grajikoύ,  surontάV  thV  se  diάjoreV
kateuqύnseiV. 
An qέloume  na  "zoumάroume" se kάpoio  kommάti tou  grajήmatoV qa mporoύsame na sύroume katάllhla  tiV
labέV patώntaV tautόcrona to Ctrl. 
PatώntaV pάnw sto grάjhma kai sth sunέceia to  Ctrl(sunecόmena)kai pάli klίk sto grάjhma mporoύme na
doύme  na  schmatίzetai  έna  staurόV  kai  tiV  suntetagmέneV  opoiodήpote  shmeίou  (ekeίnou  pou  shmadeύei  to
kέntro tou stauroύ) kάtw aristerά sto  parάquro. 
H  Plot  paίrnei   kάpoia  shmeίa  tou  x  sto  doqέn  diάsthma  (p.c  {x,-3  Pi/2,5   Pi})kai  crhsimopoiώntaV  ta,
upologίzei thn sunάrthsh y  (edώ Sin[3 x]) kai me ta zeύgh (x,y)  kάnei thn grajikή parάstash. Ta shmέia x
pou  epilέgontai  lέgontai  PlotPoints  kai  eίnai  lίga.  Gia  autό  upάrcoun  kai  oi  atέleiV  ston  scediasmό  thV
kampύlhV. Prosέxte tiV atέleieV gia parάdeigma ston scediasmό thV Sin[3 x] όtan megenqύnete trabώntaV
apo tiV labέV. ΌmwV me PlotPoints->40 gia parάdeigma, mporeίtai na έcete έna kalύtero apotέlesma.

Άskhsh:  Mάqete  perissόtera  gia  tiV  epilogέV  Compiled,  MaxBend,  PlotPoints  kai  PlotDivision  kai
prospaqeίste  na  tiV  ejarmόsete  sto  scediasmό  thV  Sin[3  x]  me  {x,0,4  Pi}.  Gia  na  deίte  kalύtera  to
problhma  sto  scediasmό  qέste  sthn  Plot  to  AspectRatio->Automatic  kai  koitάxte  thn  kampύlh  p.c  sta
baqoulώmata  .  Den  eίnai  tόso  omalή  όso  se  άlla  shmeίa  thV.  Gia  thn  AspectRatio  qa  milήsoume  amέswV
parakάtw. 

2. Όtan h kampύlh  den eίnai grάjhma sunάrthshV(p.c όtan h kampύlh eίnai έnaV kύkloV) tόte den mporoύme
na crhsimopoiήsoume thn Plot.  AV upoqέsoume loipόn  όti h kampύlh  orίzetai me parametrikέV exisώseiV.
P. c oi parametrikέV exisώseiV enόV kύklou me aktίna ίsh me r eίnai x=r Cos[t], y=r Sin[t], me parάmetro t sto
diάsthma [0,2 p]. Se tέtoieV periptώseiV crhsimopoioύme thn entolή ParametricPlot
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ParametricPlot@82 Cos@tD, 2 Sin@tD<, 8t, 0, 2 Pi<D;

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

Scόlio:  To  scήma  pou  proέkuye  moiάzei  me  έlleiyh  kai  όci  me  kύklo!  Autό  wjeίletai  sto  gegonόV  όti
autόmata kaqorίzetai  (apo thn Plot) o lόgoV tou ύyouV tou plaisίou(pou peribάllei to grάjhma)  proV to
plάtoV tou plaisίou na eίnai 1 allά 1/ Crusή Tomή dhl. perίpou 61.8034 % eίnai mikrόtero to ύyoV  apo to
plάtoV! An qέloume na emjanίsoume to scήma όpwV pragmatikά eίnai den έcoume para na qέsoume AspectRa-
tio->1(uyoV  dia  plάtoV=1  dhl.  tetrάgwno  plaίsio)  ή  kalύtera  AspectRatio->Automatic  (dhl.  h  monάda
mέtrhshV mήkouV ston Ox =monάda mέtrhshV ston Oy):

ParametricPlot@82 Cos@tD, 2 Sin@tD<,
8t, 0, 2 Pi<, AspectRatio → AutomaticD;

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

DidiastataGrafhmata.nb 2



To  AspectRatioØAutomatic  eίnai  stiV  perissόtereV  periptώseiV  arketά  kalό  diόti  den   paramorjώnei  thn
kampύlh.  Se  me  rikέV  όmwV  peritώseiV  όtan  gia  parάdeigma  όtan  έcoume  megάlei  dusanalogίa  tou  mήkouV
tou  pedίou  tou  x(pedίo  orismoύ)  proV  to  mήkoV  tou  pedίou  tou  y(pedίo  timώn)   crhsimopoioύme  mia
sugkekrimmέnh timή tou AspectRatio ώste na έcoume έna katanohtό grάjhma.

Άskhsh.  Scediάste  thn  kampύlh  1/x gia  {x,-,1,1} kai AspectRatio-> Automatic. Ti  parathreίte;. Allάxte to
AspectRatio p.c se 1/2 ή kάti άllo ή ajairέste to AspectRatio gia na beltiώsete to grάjhma.

Scόlio:  KaqώV  to  t megalώnei  apo  0 proV  to  2 p  όlo  kai  megalύtero  mέroV  tou  kύklou  scediάzetai.  Gia  na
doύme tiV diadocikέV "jάseiV" mporoύme na crhsimopoiήsoume thn entolή Show se sunduasmό me thn entolή
GraphicsArray p.c

akoloythia = Table@ParametricPlot@82 Cos@tD, 2 Sin@tD<, 8t, 0, n Pi<,
DisplayFunction → Identity, Ticks → None, AspectRatio → 1,
AxesOrigin → 80, 0<, PlotRange → 88−2, 2<, 8−2, 2<<, AxesStyle →

8RGBColor@1, 0, 0D, Dashing@8.1, .05<D<D, 8n, 1ê9, 2, 1ê9<D;
kommatia = Partition@akoloythia, 6D;
Show@GraphicsArray@kommatiaDD;

H  epilogή  DisplayFunctionØIdentity anagkάzei thn  ParametricPlot na  mhn  scediάsei.  H akoloythia periέcei 18
grajikέV parastάseiV sth seirά kai h Partition kόbei thn akoloythia se kommάtia twn 6 grajhmatwn. Opόte
sta  kommatia qa  έcoume  3  grammέV  epi  6  grajήmata  to  kaqέna.  H  GraphicsArray  topoqeteί  ta  grajήmata
tou  pίnaka  sth  seirά(karέ  -  karέ)  se  όmoia  plaίsia  kai  h  Show  emjanίzei  telikά  to  apotέlesma!  Gia  tiV
epilogέV  pou  upάrcoun  mέsa  sto  ParametricPlot  όpwV  gia  parάdeigma  PlotRangeØ{{-2,2},{-2,2}}  έcoun
basikό  skopό  na  kάnoun  pio  katanohtά  kai  elkustikά  ta  grajikά.   Me  thn  PlotRange  lέme  poiά  shmeίa
epiqumoύme na emjanίzontai sthn eikόna. Me PlotRange-> All emjanίzontai όla ta shmeίa thV kampύlhV.

Άskhsh:  Mάqete  perissόtera  gia  tiV  parapάnw  epilogέV  thV  ParametricPlot  mesw  tou  Help  kai
prospaqήsete na peiramatisteίte me autέV. 
Άskhsh:  Scediάsete  thn  3-x2

gia  {x,-5,5}  dialέgontaV  diajoretikά  PlotRange  kai  AspectRatio.  P.c  qέste
PlorRange->All,  PlotRange->{{-1,1},All},  PlotRange->{All,{-1,.02}},PlotRange->{-4,1},  PlotRange-
>{{2,10},{0,.02}} k.o.k. kai diάjoreV epilogέV gia  AspectRatio p.c Automatic, 1/2 k.o.k

3. H kampύlh dίnetai wV grάjhma miaV sunάrthshV, pou orίzetai peplegmέna dhl. mέsw exίswshV.
P.c  gia  na  kάnoume  thn  grajikή  parάstash  thV  parabolήV  x^2+3 y==5 sto  diάsthma  [-3,3]  qa  prέpei  na
lύsoume wV proV y (y=Sqrt[5- x^2]/3)kai metά na crhsimopoiήsoume thn Plot. Kalύtera όmwV gia qa ήtan na
kalέsoume thn entolή ImplicitPlot cwrίV na creiasteί na kάnoume parapάnw douleiά:
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ImplicitPlot@x^2 + 3 y « 5, 8x, −3, 3<D

ImplicitPlot@x2 + 3 y == 5, 8x, −3, 3<D

DustucώV den maV έbgale tίpota! AV doύme to lόgo. An patήsoume F1 kai dώsoume thn lέxh ImplicitPlot qa
diapistώsoume  όti  autή  brίsketai  sto  pakέto  Graphics`ImplicitPlot`.  To  Graphics  eίnai  h  dieύqunsh
(folder)mέsa  sto  opoίo  brίsketai  to  pakέto  ImplicitPlot.  Mέsa  sto  pakέto  autό  έcei  orisqeί  h  sunάrthsh
ImplicitPlot.  Pakέto  lέme  έna  arceίo  me  touV  orismoύV  kάpoiwn  sunartήsewn  pou  έcoun  skopό  na  kάnoun
mia  eidikή  ergasίa  p.c  na  scediάsoun  mia  sunάrthsh  όtan  autή  dίnetai  se  polikέV  suntetagmέneV  k.o.k.
Apo thn stigmή pou  kaloύme έna pakέto  den  creiάzetai na to xanakalέsoume parakάtw gia deύterh jorά!
Έna  pakέto  to   kaloύme  me  thn  entolή  Needs  P.c  Needs["Graphics`ImplicitPlot`"].  Pio  aplά  sunήqwV
grάjoume to diplό << sthn qέsh tou   Needs p.c.

<< Graphics`ImplicitPlot`

— ImplicitPlot::shdw :  Symbol ImplicitPlot appears in multiple
contexts 8Graphics`ImplicitPlot ,̀ Global`<; definitions in context
Graphics`ImplicitPlot` may shadow or be shadowed by other definitions.

Prosέxte  amέswV  maV  έbgale  έna  mήnuma  pou  lέei  όti  sunάnthse  thn  lέxh  ImplicitPlot se  dύo  diajoretikά
context sto Global kai sto Graphics`ImplicitPlot`. To context eίnai to όnoma tou pakέtou. To  Global eίnai έna
genikό pakέto kai anoίgei autόmata  kάqe jorά pou anoίgoume to Mathematica. Eίnai "o cώroV upodocήV" se
όpoion  mpaίnei  sto  Mathematica.  Gia  parάdeigma  kάqe  jorά  pou  grάjome  mia  lέxh(p.c  ImplicitPlot)  ή  έna
sύmbolo miaV metablhtήV, apoqhkeύetai sto Global ektόV kai an emeiV tou zhtήsoume na to apoqhkeύsei se
άllo  arceίo.  DustucώV  h  lέxh  ImplicitPlot  den  ecei  orisqeί  sto  Global  me  kάpoio  trόpo.   Den  upάrcei  oύte
sto  paketo  tou  sustήmatoV  dhl.  to  System  (  sto  System   brίskontai  oi  orismoί  twn  pio  basikώn
sunartήsewn όpwV p.c thV prόsqeshV, thV Plot k.o.k).  Έtsi to Mathematica qewreί thn ImplicitPlot san kάti
nέo  kai  den  έcei  idέa  peri  tίnoV  prόkeitai  ή  poia  sunάrthsh  paristάnei!    Όtan  kalέsoume  to  pakέto
<<Graphics`ImplicitPlot`  tόte  to  Mathematica  anakalύptei  mέsa  s'  autό  xanά  th   sunάrthsh  ImplicitPlot
gi'autό  paraponiέtai!!!  H  ImplicitPlot  paramέnei  mia  sunάrthsh  tou  Global  epeidή  to  Global  episkiάzei  to
(eidikό)  pakέto  Graphics`ImplicitPlot`   Έtsi  loipόn  oύte  tώra   qa  maV   doulέyei  h  ImplicitPlot  parόlo  pou
anoίxame to swstό pakέto 

ImplicitPlot@x^2 + 3 y « 5, 8x, −3, 3<D

ImplicitPlot@x2 + 3 y == 5, 8x, −3, 3<D

Qa prέpei na diagrάyoume thn ImplicitPlot  apo to trέcon arceίo(edώ to Global)  grάjontaV:

Remove@ImplicitPlotD

AV rwtήsoume tώra poieV sunartήseiV kai poia sύmbola  brίskontai akόma mέsa sto Global
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?Global`*

Global`
akoloythia kommatia n t x y

ΌpwV blέpoume den upάrcei poiά h ImplicitPlot sto Global opόte aV thn kalέsoume xanά 

ImplicitPlot@x^2 + 3 y « 5, 8x, −3, 3<D;

-3 -2 -1 1 2 3
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0.5

1

1.5

¦ Graphics ¦

Blέpoume loipόn όti epeidή den brέqhke h ImplicitPlot sto Global, to Mathematica  anagkάsthke  na yάxei (me
kάpoia  sugkekrimmέnh  seirά  -autήn  pou  upάrcei  mέsa  sto  $ContextPath ) sta άlla  pakέta pou ήdh  έcoun
anoicteί  dhl.  to  System  kai  to  Graphics`ImplicitPlot`  kai   jusikά  brήke  sto  deύtero  pakέto  thn  swstή
sunάrthsh  kai thn ejάrmose! 
Scόlio:  gia  merikέV  entolέV  den  creiάzetai  na  kalέsoume  kάpoio  eidikό  pakέto  gia  na  ektelestoύn  diόti
brίskontai  sto  System.  Edώ   mέsa  brίskontai  όleV  oi  gnwstέV  sunartήseiV  tou  Kernel tou  Mathematica.
GrάjontaV  $Packages mporoύme na doύme poiά  pakέta έcoun  jortwqeί mέcri tώra. Me thn entolή Context[f]
paίrnoume  to  όnoma  tou   pakέtou  pou  periέcei  thn  sunάrthsh  f  enώ  me  $Context  brίskoume  to  Context  sto
opoίo briskόmaste autή thn stigmή. Me $ContextPath paίrnoume thn seirά proteraiόthtoV pou qa prέpei na
yάxei to  Mathematica  gia  na  breί  touV  orismoύV  twn  sumbόlwn  kai  twn  sunartήsewn.  Aristerόtera  eίnai
ekeίno  pou  anoίcqhke  teleutaίo  (  apo  emάV  me  to   <<    ή  ίswV  kai   apo   to  Mathematica  cwrίV  na  to
antilhjqoύme ) p.c

$Packages

8Utilities`FilterOptions`, Graphics`ImplicitPlot`, Global`, System`<
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Context@PlotD
Context@PlusD
Context@ImplicitPlotD
$Context
$ContextPath

System`

System`

Graphics`ImplicitPlot`

Global`

8Graphics`ImplicitPlot`, Utilities`FilterOptions`, Global`, System`<

4.  H  kampύlh  dίnetai  wV  grάjhma  miaV  sunάrthshV,  pou  orίzetai  se  polikέV  suntetagmέneV.  To  pakέto
Graphics`Graphics` prέpei na anoicqeί kάqe jorά pou creiazόmaste thn PolarPlot.

<< Graphics`Graphics`
PolarPlot@Cos@2 tD, 8t, 0, 2 Pi<, Background → RGBColor@0, 0, .5D,
PlotStyle → 8RGBColor@1, 0, 0D, Thickness@.01D<D;

 Me  PlotStyle  kaqorίzoume  pwV  qέloume  na  scediasteί  h  grajikή  parάstash  enώ  me  BackgroundØ-
RGBColor[0,0,.5] epilέxame έna baqύ mplέ gia jόnto. To R(=0) sth lέxh RGBColor eίnai to kόkkino to G(=0)
to  prάsino  kai  to  B(=.5)  eίnai  to  mplέ.  AV  parathrήsoume  όti  autόmata  epilέcqhke  έna  kitrinwpό  crώma
gia  touV  άxoneV  gia lόgouV  antίqeshV.  An den  maV  arέsei to  crώma  autό,  tόte me AxesStyle->.....  mporoύme
na to allάxoume.
An tώra qέloume na doύme tiV diadocikέV jάseiV scediasmoύ thV kampύlhV se kίnhsh qa grάyoume

pinakas = Table@PolarPlot@Cos@2 tD, 8t, 0, n Pi<D, 8n, 0.1, 2, 0.1<D;

An kάnoume diplό klίk pάnw se mia apo tiV parapάnw graj. parastά seiV qa doύme tiV jάseiV scediasmoύ!
Epeidή ta scήmata den bgήkan όpwV akribώV perimέname aV kάnoume kάpoieV allagέV stouV axoneV 

Clear@pinakasD
pinakas = Table@PolarPlot@Cos@2 tD, 8t, 0, n Pi<,

PlotRange → 88−1, 1<, 8−1, 1<<, Ticks → NoneD, 8n, 0.1, 2, 0.1<D;

To  ίdio  apotέlesma  me  to  parapάnw  qa  pέrname  me  thn  Do  cwrίV  thn  crήsh  thV  Table.  Dokimάste  to
parakάtw
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Do@PolarPlot@Cos@2 tD, 8t, 0, n Pi<,
PlotRange → 88−1, 1<, 8−1, 1<<D, 8n, 0.1, 2, 0.1<D

Άn  mikrάnoume   to  bήma  0.1  sto  {n,0.1,2,0.1}qa  έcoume  perissόtera  karέ  kai  άra  pio  argή  kίnhsh.  pc
mporeίte na  antikatastήsete {n,0.1,2,0.01}sto Do kai na  dokimάsete  xanά!
 Άskhsh:  H  parametrikή  exίswsh  thV  prohgoύmenhV  kampύlhV  eίnai  x[t]=Cos[2  t]  Cos[t]  kai  y[t]=Cos[2  t]
Sint[t].  Prospaqeίste  na  pάrete  tiV  diadocikέV  jάseiV  crhsimopoiώntaV  thn  ParametricPlot  antί  thV  Polar-
Plot kai tiV parametrikέV exisώseiV anti tiV polikέV.

5.  H  kampύlh  dίnetai  wV  έna  peperasmέno  sύnolo  shmeίwn  data  pou  έcoun  prokύyei  apo  metrήseiV  p.c
qermokrasίaV ή pίeshV k.o.k p.c

data = TableA9x, 1
¡¡¡¡
x
=, 8x, 1, 10<E

synarthsh = Interpolation@dataD
Plot@synarthsh@xD, 8x, 1, 10<,
PlotRange → Automatic, AxesOrigin → 80, 0<D;

981, 1<, 92, 1
¡¡¡¡
2
=, 93, 1

¡¡¡¡
3
=, 94, 1

¡¡¡¡
4
=, 95, 1

¡¡¡¡
5
=,

96, 1
¡¡¡¡
6
=, 97, 1

¡¡¡¡
7
=, 98, 1

¡¡¡¡
8
=, 99, 1

¡¡¡¡
9
=, 910, 1

¡¡¡¡¡¡¡
10

==

InterpolatingFunction@881, 10<<, <>D

H  sunάrthsh  Interpolation  kάnei  parembolή  sta  shmeίa  twn  data  kai  epistrέjei  mia  omalή  kampύlh  pou
pernaei apo ta shmeίa autά.

Mporoύme  na  crhsimopoiήsoume  kai  thn  ListPlot  kai  na  enώsoume  ta  shmeίa  twn  data  me  euqύgramma
tmήmata allά to apotέlesma den eίnai tόso ikanopoihtikό:

ListPlot@data, PlotJoined → True,
PlotRange → Automatic, AxesOrigin → 80, 0<D;

 H  epilogή  PlotJoinedØTrue  anagkάzei  thn  ListPlot  na  enώnei  me  euqύgramma  tmήmata  ta  shmeίa  pou
scediάzei! Eίnai polύ crήsimh sthn perίptwsh pou ta data maV den paristάnoun shmeίa  miaV sunάrthshV.
P.c me thn ListPlot  mporoύme na zwgrajίsoume asteίeV jatsoύleV:

koryfes =

880, 0<, 80.5, 1<, 80.7, 0.5<, 80.5, 0.3<, 80.6, 0.2<, 8.3, 0<<;
fatsoyla = ListPlot@koryfes, PlotJoined → True, PlotRange → Automatic,

AxesOrigin → 80, 0<, DisplayFunction → IdentityD;
mati = Graphics@8PointSize@0.03D, RGBColor@1, 0, 0D,

Point@80.54, 0.72<D<D;
Show@fatsoyla, mati, DisplayFunction → $DisplayFunctionD
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Me  thn  Show  mporoύme   na  doύme   pollά  grajήmata  mazί.  Qa  milήsoume  xana  gia  autήn  parakάtw.  Me

DisplayFunctionÆIdentity  apojύgame  na  scediάsoume  to  perίgramma  tou  kejalioύ  enώ  me  Display-
FunctionØ$DisplayFunction epanajέrame thn dunatόthta sto Show na maV emjanίsei thn jatsoύla mazί me
to  kόkkino  mάti.  Me  thn  Graphics  mporoύme  na  scediάsoume  shmeίa,  dίskouV,euqύgramma  tmήmata,
polύgwna,na prosqέtoume keίmeno kai pollά άlla. Έna koίtagma sto Help tou Graphics qa saV peίsei...
Άskhsh:  CrhsimopoiώntaV  thn  sunάrthsh  Polygon  gia  tiV  koryfes  na  zwgrajίsete  xanά  thn  jatsoύla
allά me to eswterikό tou kejalioύ na eίnai mplέ (kai to mάti kόkkino).

6.  An  h  kampύlh  dίnetai  wV  h  sunάrthsh  pou  ikanopoieί  kάpoia  diajorikή  exίswsh  qa  prέpei  prώta  na
lύsoume thn diajorikή exίswsh. P.c

eqn = y''@xD + 5 Log@y@xDD « 0
soll = NDSolve@8eqn, y'@0D « 1, y@0D « 1<, y@xD, 8x, 0, 4<D
Plot@y@xD ê. soll, 8x, 0, 4<, PlotStyle → RGBColor@1, 0, 0DD;

5 Log@y@xDD + yÃÃ@xD == 0

88y@xD → InterpolatingFunction@880., 4.<<, <>D@xD<<

9.1.2 ScediάzontaV mia lίsta apo kampύleV
Me  thn  entolή  Show  mporoύme  na  sunduάsoume  grajikέV  parastάseiV  pou  έcoun  gίnei  me  diajoretikά
pakέta:

trigX@x_D := 88x, −0.03<, 8x, 0.03<, 8x + 0.03, 0<<
trigY@y_D := 88−0.03, y<, 80.03, y<, 80, y + 0.03<<
g1 = Graphics@8RGBColor@1, 0, 0D, Polygon@trigX@1.5DD,

Polygon@trigY@1DD<, DisplayFunction → IdentityD;
g2 = Plot@Sin@3 xD, 8x, −Piê6, Piê6<, DisplayFunction → IdentityD;
g3 = PolarPlot@Cos@2 tD, 8t, 0, 2 Pi<, DisplayFunction → IdentityD;
Show@g1, g2, g3, Axes → True, PlotRange → 88−1, 1.53<, 8−1, 1.03<<,
DisplayFunction → $DisplayFunctionD;

Me thn boήqeia thV Polygon thV Graphics scediάzoume duo trigwnάkia έna sto shmeίo x tou άxona Ox kai έna
sto  shmeίo  y  tou  άxona  Oy  antίstoica.Oi  suntetagmέneV  touV  eίnai   trigX[x]  kai  trigY[y]  antίstoica.  H
Show sunduάzei όleV autέV mazί tiV  grajikέV parastάseiV.
An  bέbaia  eίcame  grajikέV  parastάseiV pou  scediάzontai  me thn  ίdia  entolή  tόte jusikά  den  eίnai anάgkh
na crhsimopoiήsoume thn Show.
AV kάnoume  gia parάdeigma tiV grajikέV parastάseiV twn Sin[n x] gia {n,-6,6,2} dhl. gia n=-6,-4,-2,0,2,4,6
me thn Show kai cwrίV autήn
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grafika = Table@Plot@Sin@n xD,
8x, −Piê6, Piê6<, DisplayFunction → Identity, PlotStyle →

RGBColor@Random@ D, Random@ D, Random@DDD, 8n, −6, 6, 2<D;
Show@grafika, DisplayFunction → $DisplayFunctionD;

-0.4 -0.2 0.2 0.4

-1

-0.5

0.5

1

Dώsame έna  tucaίo  crώma  se kάqe  grajikή  parάstash gia  na pάroume  έna  apotέlesma pio elkustikό. To
Random[ ] na upenqumήsoume epistέjei έna tucaίo pragmatikό metaxύ 0 kai 1 opόte me RGBColor[Random[ ],-
Random[ ],Random[]] dώsame έna entelώV tucaίo crώma sthn kampύlh maV Sin[n x]. 
ΆlloV trόpoV cwrίV thn Show:
Prώta  qa   mazeyoume   ta  hmίtona  se  έna  pίnaka  kai  metά  qa  kάnoume  thn  grajikή  parάstash  tou  pίnaka
autoύ me thn Plot:

Remove@pinakasD
pinakas = Table@Sin@n xD, 8n, −6, 6, 2<D
Head@pinakasD
style =

Table@8RGBColor@Random@ D, Random@ D, Random@DD<, 8n, −6, 6, 2<D;
Plot@pinakas, 8x, −Piê6, Piê6<, PlotStyle → styleD;

8−Sin@6 xD, −Sin@4 xD, −Sin@2 xD, 0, Sin@2 xD, Sin@4 xD, Sin@6 xD<

List

— Plot::plnr :  pinakas is not a machine−size real number at x = −0.523599.

— Plot::plnr :  pinakas is not a machine−size real number at x = −0.481117.

— Plot::plnr :  pinakas is not a machine−size real number at x = −0.434787.

— General::stop :  
Further output of Plot::plnr will be suppressed during this calculation.
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Blέpoume autό den apέdwse! O lόgoV eίnai όti h Plot den mporeί na scediάsei mia lίsta apo sunartήseiV! 
Άra qa prέpei me kάpoio trόpo na upologίsoume  prώta tiV sunartήseiV  tou pinakas gia όleV tiV timέV tou
{n,-6,6,2}, mia mia xecwristά,  kai metά na analάbei h Plot na  zwgrajίsei me thn seirά,  kάqe mia ap' autέV.
Autό akribώV kάnei h Evaluate. Allάzei thn seirά twn entolώn(twn energeiώn). Parakάtw kalέsame kai to
paketo Graphics`Legend` giatί qέloume na eisάgoume kai έna pίnaka me epexhghmatikέV etikέteV: 

<< Graphics`Legend`
etiketes = Table@ToString@Sin@n xDD, 8n, −6, 6, 2<D;
Plot@Evaluate@pinakasD, 8x, −Piê6, Piê6<, PlotStyle → style,
PlotRange → 88−0.6, 0.6<, 8−1, 1<<, PlotLegend → etiketes,
LegendShadow → 80, 0<, LegendSize → 8.6, .5<,
LegendPosition → 80.8, −.6<, LegendBackground → GrayLevel@0.8DD;

Scόlia: 
a)Prosέxte  mέsa  sto  style  qa  prέpei  na  upάrcoun  7  akribώV  perigrajέV  όseV  kai  oi  sunartήseiV  pou
upάrcoun sto pinakas. An upήrce mόno mίa p.c PlotStyleØRGBColor[1,0,0] tόte qa bgaίnane όleV kόkkineV!An
upήrcan  dύo  perigrajέV  p.c  PlotStyleØ{RGBColor[1,0,0],RGBColor[0,1,0]}  tόte  qa  bgάlei  tiV  "misέV"  me
prάsino kai tiV άlleV me kόkkino!! Genikά mporeίte na jtiάxete to style όpwV eseίV qέlete. P.c me 
PlotStyleØ{{RGBColor[1,0,0],  Dashing[{.05,.02}]},  {GrayLevel[0.5]},{Hue[.03]},....}  qa  pάroume  thn  prώth
kόkkinh  kai  diakekkomέnh  thn  deύterh  sunάrthsh  mia  apόcrwsh  tou  gkrίzou,  thn  trίth  mia  apόcrwsh  tou
Hue k.o.k
b)An den  qέlete ton pίnaka diagrάyte όti carakthristikό periέcei thn lέxh Legend. An όmwV saV endiajέrei
ti  akribώV  kάnei  tόte  peiramatisteίte  me  ta  diάjora  carakthristikά  thV  Legend kai  pάrte  boήqeia  apo  to
Help!  H  entolή  ToString[Sin[n  x]]  epistrέjei  thn  lέxh  "Sin[n  x]"  .  ΌmwV  epeidή  p.c  Sin[-6  x]  eίnai  ίso  me
-Sin[6 x] gia  autό  epistrέjei  autά  pou  blέpete  sth  pinakίda.  Dokimάste  ToString[Sin[ToString[n  x]] an  den
saV arέsei to parapάnw  apotέlesma.
Άskhsh:  Dίnetai  h   έlleiyh  x^2+5  y^2==9,  kai  h  kampύlh  pou  έcei  parametrikή  exίswsh  x[t_]:=Sin[t]  kai
y[t_]:=Sin[2 t] gia t sto diάsthma {t,-4,4}. Na scediάsete thn έlleiyh se kόkkino crώma me thn ImplicitPlot,
thn  parametrikή  exίswsh  me  thn  ParametricPlot  kai  me  diakekommέnh  grammή  (p.c   qέste  PlotStyle-
>Dushing[{.1,.05}])  kai  me  thn  Show  zwgrajίste  autέV  apo  koinoύ.  Qέste  epίshV  sthn  Show  Background-
>GrayLevel[.4]
Άskhsh:  Prospaqeίste  na  scediάsete  thn  parάgwgo  (D[x  Cos[x],x])  thV  x  Cos[x]  gia  x  apo  0  mέcri  10.
Prosέxte  na  crhsimopoiήsete  prώta  thn  Evaluate!  AlliώV  qa  έcete  prόblhma.  H  Plot  den  xέrei  pwV  na
zwgrajίzei thn parάgwgo miaV sunάrthshV!

 9.1.3 Oi epilogέV twn didiάstatwn grajikώn.
Me  Options[ ] mporoύme na doύme tiV epilogέV miaV  opiasdήpote sunartήshV. P.c 
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Options@PlotD

9AspectRatio →
1

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
GoldenRatio

, Axes → Automatic,

AxesLabel → None, AxesOrigin → Automatic, AxesStyle → Automatic,
Background → Automatic, ColorOutput → Automatic, Compiled → True,
DefaultColor → Automatic, Epilog → 8<, Frame → False,
FrameLabel → None, FrameStyle → Automatic, FrameTicks → Automatic,
GridLines → None, ImageSize → Automatic, MaxBend → 10.,
PlotDivision → 30., PlotLabel → None, PlotPoints → 25,
PlotRange → Automatic, PlotRegion → Automatic, PlotStyle → Automatic,
Prolog → 8<, RotateLabel → True, Ticks → Automatic,
DefaultFont Ç $DefaultFont, DisplayFunction Ç $DisplayFunction,
FormatType Ç $FormatType, TextStyle Ç $TextStyle=

Edώ  emjanίzontai  oi  proepilegmέneV  timέV  stie  epilogέV.  P.c  h  preoep.  timή  thV   AspectRatio  eίnai
AspectRatio → 1¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡GoldenRatio  ,  twn  axόnwn  eίnai  AxesØAutomatic  k.o.k  Creiazόmaste  έna  biblίo   gia  na
analύsoume  diexodikά  kάqe  mia  apo  tiV  parapάnw  epilogέV.  Qa  anajerqoύme  me  suntomίa  se  kάpoieV
ap'autέV pou den έcoume deί έwV tώra.
a) EpigrajέV(Labels): Mporoύme na prosqέsoume kάpoia epigrajή me thn PlotLabel 

synhmitono = Plot@Sin@3 xD,
8x, −3 Piê2, 5 Pi<, PlotLabel −> "H συνάρτηση Sin@3 xD"D;

-5 5 10 15

-1

-0.5

0.5

1
H συνάρτηση Sin@3 xD

b) Epilog. Mporoύme na crhsimopoiήsoume kai thn FrameLabel ή thn AxesLabel(lίgo parakάtw qa tiV doύme
perissόtero analutikά) ή thn Epilog  gia ton ίdio skopό. H Epilog eίnai o "epίlogoV" sto grάjhmά maV dhl.
kάpoia  stoiceίa  (p.c  keίmeno,etikέta,epiplέon  shmeίa) pou  qέloume  na  mpoun  ajόtou  oloklhrwqeί  h  grajikή
parάstash.  Sto  epόmeno  parάdeigma  qέsame  ta  keίmena  "y=x","y=tetr.rίza  tou  x",  kaqώV  kai  tiV
diakekommέneV proV touV axoneV apo to shmeίo (1,1)  
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Plot@ 8 x, Sqrt@xD <, 8x, 0, 4<,
AspectRatio −> Automatic,
PlotRange −> 880, 4<, 80, 2.5<<,
Epilog −> 8 Text@ "y = x", 82, 2<, 81.3, −1< D,

Text@
"y = τετραγ.ρ\\@SZDζα του x", 82, Sqrt@2D<, 8−1, 1.4< D,

Dashing@ 80.03< D, Line@ 880, 1<, 81, 1<< D,
Dashing@ 80.03< D, Line@ 881, 1<, 81, 0<< D <D;

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

0.5

1

1.5

2

2.5

y = x

y = τετραγ.ρ\[SZ]ζα του

g)Ticks.  Mporoύme  na  bάloume   Ticks  sta  shmeίa  pou  emeίV  qέloume.  Parakάtw  bάzoume  ston  άxona  Ox
Ticks  sta  shmeίa  apo  -3  Pi/2  έwV  5  Pi   me  bήma  Pi/2.  To TicksØ{units,Automatic} shmaίnei  όti  ston  Oy qa
akolouqhqeί h proepilegmέnh akolouqίa(h Automatic tou  Mathematica) twn Ticks enώ ston Ox kata thn dikiά
maV units

units = Range@−3 Piê2, 5 Pi, Piê2D;
Show@synhmitono, Ticks → 8units, Automatic<D;

−
3 π
¡¡¡¡¡¡¡¡
2

−π −
π
¡¡¡¡
2

π
¡¡¡¡
2

π 3 π
¡¡¡¡¡¡¡¡
2

2 π 5 π
¡¡¡¡¡¡¡¡
2

3 π 7 π
¡¡¡¡¡¡¡¡
2

4 π 9 π
¡¡¡¡¡¡¡¡
2

5 π

-1

-0.5

0.5

1
H συνάρτηση Sin@3 xD
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δ)PlotRange.  Με  PlotRenge->Automatic καθορίζεται  αυτόµατα  απο  το  Mathematica  ποιές  τιµές  y της  καµπύλης
θα  εµφανιστούν  στο  τελικό  γράφηµα.  Σε  µερικές  περιπτώσεις  αυτό  δεν  πετυχαίνει  µε  αποτέλεσµα  να  χάνουµε
σηµαντικές πληροφορίες. Π.χ

Plot@3−x^2, 8x, −5, 5<D;

-4 -2 2 4

0.025

0.05

0.075

0.1

0.125

0.15

Το σχήµα έχει αποκοπεί στην γειτονιά του 0. Σε τέτοιες περιπτώσεις καλό είναι να βάζουµε PlotRenge->All  έτσι
ώστε  να  εµφανίζονται  όλες  οι  τιµές  της  καµπύλης.  Αν  πάλι  δεν  έχουµε  το  επιθυµητό  αποτέλεσµα  ή  θέλουµε  να
εµφανίζονται  κάποιες  συγκεκριµµένες  τιµές  του  y,  θα  µπορούσαµε  να  βάλουµε  ένα  συγκεκριµµένο  διάστηµα
PlotRenge->{ymin,ymax}π.χ

gr1 = Plot@3−x^2, 8x, −5, 5<,
PlotRange → All, DisplayFunction → IdentityD;

gr2 = Plot@3−x^2, 8x, −5, 5<, DisplayFunction → Identity,
PlotRange → 80, 0.04<D;

Show@GraphicsArray@8gr1, gr2<DD;

-4 -2 2 4

0.2

0.4

0.6

0.8

1

-4 -2 2 4

0.005
0.01

0.015
0.02

0.025
0.03

0.035
0.04

ε).Me  PlotRegion  mporoύme  na  qέsoume  periqώria  gύrw  apo  έna  grάjhma.  Me  katάllhleV  arnhtikέV  timέV
sto PlotRegion mporoύme na zoumάroume p.c
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Plot@Sin@3 xD, 8x, −3 Piê2, 5 Pi<,
Frame → True, PlotRegion → 88−0.5, 3<, 8−1.7, 0.8<<D

0.5

1

¦ Graphics ¦

Άskhsh:   Allάxte  tiV  timέV  tou  PlotRegion  (protimήsete  timέV  metaxύ  0  kai  1  p.c  Plot-
RegionØ{{0.5,1},{0,0.5}} Deίte to apotέlesma. Ajairέste to  όlo to PlotRegion  kai deίte to apotέlesma!
To  {0.5,1}sto  PlotRegionØ{{0.5,1},{0,0.5}}shmaίnei  όti  to  grάjhma  qa  katalάbei  to  diάsthma  50%  έwV
100% sth orizόntia kateύqunsh  tou plaisίou(dhl. to ήmisu dexiό) enώ to {0,0.5} shmaίnei  όti to grάjhma
qa katalάbei to diάsthma 0% έwV 50% sth kάqeth kateύqunsh tou plaisίou(dhl. to kάtw ήmisu)
Mporoύme kai na zoumάroume qέtontaV  pio mikrό PlotRange. To PlotRange έcei scέsh na kάnei  me ta shmeia
(x,y)  thV kampύlhV, pou epiqumoύme na emjanίzontai sto grάjhma. To  PlotRegion έcei scέsh me thn telikή
qέsh  kai emjάnish tou grajήmatoV mέsa sto  plaίsio( pou qa emjanίzetai  sthn oqόnh maV όtan kάnoume
klίk sto grάjhma)

Plot@Sin@3 xD, 8x, −3 Piê2, 5 Pi<,
PlotRange → 88−4.3, 4<, 80.45, 1<<, Axes −> 8False, True<D;
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Gia  na  zoumάroume  akόma  perissόtero   mporoύme  na  trabήxoume  proV  ta  έxw  tiV  labέV  ή  na  qέsoume  mia
megάlh timή sto ImageSize p.c ImageSizeØ400

Plot@Sin@3 xD, 8x, −3 Piê2, 5 Pi<, PlotRange → 88−4.3, 4<, 80.45, 1<<,
Axes −> 8False, True<, ImageSize → 400D;
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στ)  ΆxoneV.  Me  Axes->{False,True}  anagkάsame  na  mhn  scediasteί  o  άxonaV  Ox.  Mporoύme  na  bάloume
etikέteV stouV άxoneV

Plot@Sin@3 xD, 8x, −3 Piê2, 5 Pi<,
AxesLabel → 8"x value", " Sin@3 xD"<D

-5 5 10 15
x value
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-0.5

0.5

1

Sin@3 xD

¦ Graphics ¦
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ζ)  Frames  kai  GridLines.  Mporoύme  na  bάloume  plaίsia  gύrw  apo  thn  kampύlh.  H  basikή  entolή  eίnai
Frame->True.  Me  FrameStyle,  FrameLabel,  FrameTicks RotatedLabel  kai  GridLines  mporoύme  na  prosqέsoume
kάpoia eidiaίtera carakthristikά sto telikό plaίsio. P.c 

gr1 = Plot@ 100êP, 8P, 10, 200<, AxesLabel −> 8"Πίεση", "Όγκος"<,
Background −> GrayLevel@3ê4D, DisplayFunction −> Identity D;

gr2 = Show@ gr1, Frame −> 8True, True, False, False<,
FrameLabel −> 8"Πίεση", "Όγκος"< D;

gr3 = Show@ gr2, RotateLabel −> FalseD;
Show@GraphicsArray@8 gr1, gr2, gr3 <DD;

50100150200Πίεση24
68
10
Όγκος

050100150200
Πίεση

02
46
810

Ό
ς
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γ

050100150200
Πίεση

02
46
810Όγκος

Null4

(Trabήxte  proV  ta  έxw   apό  tiV  labέV  an  creiasteί  na  megenqύnete)  Me  Frame->{True,True,False,False}
bάlame  plaίsio  mόno  aristerά  kai  kάtw.   Me  RotateLabel->False  strίyame  thn  etikέta  orizόntia  me
apotέlesma na έcoume ceirόterh emjάnish  sto grάjhma gr3 ap' όti sto gr2  sto opoίo h proepilegmέnh timή
tou  RotateLabel eίnai    RotateLabel->True.  Me  GridLines mporoύme  na  prosqέsoume  plέgma  sta  shmeίa  pou
qέloume ( me proepilegmέnh  timή GridLinesØAutomatic, to plέgma  topoqeteίtai automata apo to Mathemat-
ica me kάpoio eswterikό algόriqmo) p.c

units = Range@ 0 Degree, 360 Degree, 60 DegreeD;
PlotASin@xD, 8x, 0, 2 Pi<, Ticks → 8units, Automatic<,

GridLines → 99 Pi
¡¡¡¡¡¡¡
2

, Pi,
3 Pi
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
2

, 2 Pi,
5 Pi
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
2

=, Automatic=E;

60 ° 120 ° 180 ° 240 ° 300 ° 360 °
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9.1.4 ΆlleV dunatόthteV twn didiάstatwn grajikώn
Mporoύme me FilledPlot  tou pakέtou Graphics`FilledPlot` na gemίsoume me έna crώma to cώro pou brίsketai
metaxύ duo ή parapάnw kampulώn kampulώn ή metaxύ miaV kampύlhV kai έna άxona.  Έtsi gia  parάdeigma h
FilledPlot[f[x],g[x],{x,xin,xmax}] gemίzei  me  crώma  ton  cώro  metaxύ  thV  f[x],   kai  g[x] gia  {x,xin,xmax}, enώ
me  sketo  FilledPlot[f[x],{x,xin,xmax}]  ή  me  FilledPlot[f[x],0,{x,xin,xmax}]  gemίzetai  o  cώroV  metaxύ  thV  f[x]
kai tou Ox. P.c

<< Graphics`FilledPlot`
FilledPlot@Sin@xD, 8x, 0, 2 Pi<, Fills → 8RGBColor@1, 0, 0D<D
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1

¦ Graphics ¦

Sto epόmeno parάdeigma bάlame crώma metaxύ  thV f[x]=Sin[x] kai thV euqeίaV g[x]=1kai mόno sto diάsthma
[0.Pi/2].  Anagkastήkame  na  orίsoume  thn  g[x]=1  gia  to  diάsthma  [0,Pi/2]  kai  f[x]  sto  upόloipo  diάsthma
έtsi ώste na bgeί to epiqumhtό apotέlesma   

FilledPlot[ { Sin[x], If[x<=Pi/2&&x>=0,1,Sin[x]]},  
{x, 0, Pi},  Curves -> Front];
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Me   PlotVectorField  tou  pakέtou   Graphics`Plotfield`   paίrnoume  thn  grajikh  parάstash  enόV
dianusmatikoύ pedίou  enώ  me  CartesianMap kai PolarMap tou pakέtou Graphics`ComplexMap` , scediάzoume
migadikέV  sunartήseiV.  Me  PlotGradientField[f[x,y],{x,xmin,xmax},{y,ymin,ymax}]  tou  pakέtou  Graphics`-
PlotField`  paίrnoume  thn  kateύqunsh  kata  thn  opoίa  h  sunάrthsh  maV  f[x,y]  auxάnetai  me  ton  tacύtero
ruqmό apo to shmeίo {x,y}.  Den prέpei na xecάsoume kai thn Animate  tou pakέtou Graphics`Animation` pou
maV  dίnei  thn  dunatόthta  thV  kinoύmenhV  eikόnaV  lίsteV  shmeίwn  ή  lίsta  sunartήsewn.  Parakάtw
blέpoume  thn  kataskeuή  miaV  akolouqίaV  όrwn  crhsimopoiώntaV  thn  parάdeigma  ListPlot,  Arrow
<<Graphics`Arrow`,  

<< Graphics`Animation`
<< Graphics`Graphics`

AnimateAListPlotATableA 1
¡¡¡¡
n

+ SinA n π
¡¡¡¡¡¡¡¡¡
2

E + CosA n π
¡¡¡¡¡¡¡¡¡
2

E, 8n, m<E,

PlotRange → 880, 20<, 8−1.5, 1.5<<, AxesOrigin → 80, 0<,
PlotStyle → 8PointSize@0.02D, Hue@.6D<E, 8m, 1, 20, 1<E

PatώntaV  diplό  klίk  se  έna  apo  ta  parapάnw  grajήmata  έcoume  thn  zhtoύmenh  Animation.  Prosέxte
kalέsame  dύo  diajoretikά  pakέta  gia  dύo  diajoretikoύV  skopoύV.  Kalέsame  to  Graphics`Graphics`  gia  thn
ListPlot  kai  to  <<Graphics`Animation`  gia  to  Animate.  Apo  thn  kataskeuή  lέpoume  όti  h  akolouqίa  maV
1¡¡¡¡n + Sin@ n π¡¡¡¡¡¡2 D + Cos@ n π¡¡¡¡¡¡2 Dέcei duo sugklίnouseV upakolouqίeV.

Tελος  µε  Arrow[{x0,y0},{x1,y1}]  µπορούµε  να  σχεδιάσουµε  ένα  βέλος  απο  το  σηµείο  Α0 Hx0, y0Lστο
Α1 Hx1, y1L. Είναι χρήσιµο όταν θέλουµε να σχεδιάσουµε βέλη ή προσανατολισµένους άξονες ή όταν θέλουµε
να τονίσουµε ένα τµήµα του γραφήµατος. Η Arrow απαιτει το πακέτο Graphics`Arrow` π.χ µε την βοήθεια 

<< Graphics`Arrow`
Plot@Sin@xD, 8x, 0, 2 Pi<,
Epilog → 88RGBColor@1, 0, 0D, Arrow@84, .25<, 8Piê2, 1<D<,
Text@"Εδώ \nκοίταξε!", 84, .15<, 8−1, 0<D<D;

1 2 3 4 5 6
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Εδώ
κοίταξε!

Με το \n µπορούµε να αλλάξουµε γραµµή στο κείµενό µας!
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9.2 Μελετώντας τρισδιάστατα γραφικά στο επίπεδο

9.2.1 Oi sunartήseiV Contour Plot kai DensityPlot
Me  thn  ContourPlot[f[x,y],  {x,xmin,xmax},{y,ymin,ymax}]  scediάzoume  thn  f[x,y]  pάnw  sto  epίpedo  Oxy,
dίnontaV sto shmeίo (x,y) έna crώma (sunήqwV apόcrwsh tou gkrίzou) pou antistoiceί sthn timή f[x,y].  Ta
shmeίa pou έcoun megalύterh timή  f[x,y] eίnai pio jwteinά enώ autά pou έcoun mikrόterh eίnai pio skoteinά.
P.c

ContourPlot@Sin@x^2 − y^2D, 8x, −1, 3<, 8y, −2, 2<D;

-1 0 1 2 3
-2

-1

0

1

2

Parathroύme 10 apocrώseiV tou grί(to leukό den to metrάme, ousiastikά έcoume mazί me to leukό  11). H na
to poύme diajoretikά: To pedίo timώn(ston άxona Oz) έcei cwristeί se 10+1 ίsou mήkouV diastήmata έstw
D1,D2,..,D11.  Kάqe  diάsthma  paίrnei  έna  crώma  tou  gkrί  xekinώntaV  apo  to  maύro.  Όsa  shmeίa   (x,y)  tou
epipέdou apeikonίzontai(mέsw thV f) mέsa sto ίdio diάsthma Di  qa pάroun thn ίdia  apόcrwsh!  'Etsi pάnw
sto epίpedo Oxy emjanίzontai crwmatikέV lwrίdeV,ta isouyή epίpeda,  ta opoίa diacwrίzontai metaxύ touV
apo  kάpoieV  kampύleV  pou  lέgontai  isouyeίV(Contours).   Όla  ta  shmeίa  miaV  isouyή  kampύlhV  paίrnoun
thn  ίdia  akribώV  timή  me  thn  f  !  Fusikά  epeidή  upάrcoun  άpeira  shmeίa  (x,y)  mέsa  sto  orqogώnio
scediasmoύ  D={x,xmin,xmax}Χ{y,ymin,ymax},  to  Mathematica  qa  dialέxei  deigmatoleiptikά  lίga  shmeίa
apo  to  D  kai  me  bάsh  tiV  timέV  touV  qa  scediάsei  tiV  isouyeίV  kampύleV.  Ta  shmeίa  autά  lέgontai  Plot-
Points.  Fusikά  to  apotέlesma  pou  paίrnoume  έcei  όpwV  blέpoume  pollέV  atέleieV.  Gia  parάdeigma  oi
isouyeίV  kampύleV  den  eίnai  όso  qa  perimέname  omalέV.  EpίshV  mporoύme  na  parathrήsoume  όti  h  leukή
lwrίda  sta  dexiά  eίnai  sto  kάtw  mέroV  thV  kommatiasmέnh!  Autό  wjeίletai  kurίwV  sto  gegonόV  όti  h
proepilegmέnh  timή  tou  PlotPoints eίnai 15. Opόte  apo  to  diάsthma  D epilέgontai   15Χ15 to  plήqoV  shmeίa
pou den eίnai arketά an h f[x,y] έcei apόtomeV  "lakoύbeV" kai "lojίskouV" sto  D.  Qa prospaqήsoume na
antimetwpίsoume autέV tiV atέleieV.   AV doύme όmwV prώta, poiέV eίnai oi epilogέV thV ContourPlot:

trisdiastataStoEpipedo_.nb 1



Options@ContourPlotD

8AspectRatio → 1, Axes → False, AxesLabel → None,
AxesOrigin → Automatic, AxesStyle → Automatic,
Background → Automatic, ColorFunction → Automatic,
ColorFunctionScaling → True, ColorOutput → Automatic,
Compiled → True, ContourLines → True, Contours → 10,
ContourShading → True, ContourSmoothing → True,
ContourStyle → Automatic, DefaultColor → Automatic, Epilog → 8<,
Frame → True, FrameLabel → None, FrameStyle → Automatic,
FrameTicks → Automatic, ImageSize → Automatic, PlotLabel → None,
PlotPoints → 15, PlotRange → Automatic, PlotRegion → Automatic,
Prolog → 8<, RotateLabel → True, Ticks → Automatic,
DefaultFont Ç $DefaultFont, DisplayFunction Ç $DisplayFunction,
FormatType Ç $FormatType, TextStyle Ç $TextStyle<

AllάzontaV  kάpoia  apo  ta  parapάnw  carakthristikά  mporoύme  na  έcoume  έna   kalό  apotέlesma.  P.c
mporoύme  na  epitrέyoume  sto  Mathematica  na  kάnei  kalύterh  deigmatoleiyίa  paίrnontaV  perissόtera
shmeίa. WV apotέlesma qa έcoume pio akribeίV isouyeίV kampύleV. P.c

gr = ContourPlot@Sin@x^2 − y^2D,
8x, −1, 3<, 8y, −2, 2<, PlotPoints → 30D;
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Mporoύme epίshV na zhtήsoume perissόtereV isouyeίV(kai άra perissόtereV apocrώseiV) megalώnontaV
thn proepilegmέnh timή tou Contours pou eίnai 10(ή akribέstera 10+1 όpwV proanajέrame). P.c
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gr1 = Show@gr, Contours → 20D;
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Prosέxte  όti  auxάnontaV  to  plήqoV  twn  Contours  cάnetai   h  akrίbeia  sto  scediasmό  twn  isouyώn!!! Άra
qa  prέpei   na  auxήsoume  xanά  ta  PlotPoints  gia  na  petύcoume  thn  akrίbeia  ston  scediasmό!   An  tώra
qέloume  mόno tiV diabaqmίseiV cwrίV tiV isouyeίV qa grάjame ContourLines->False p.c
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gr2 = Show@gr1, ContourLines → FalseD;
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Sίgoura  polύ  pio  katanohtό  apotέlesma!  MerikέV  jorέV  den  maV  endiajέroun  tόso  oi  apocrώseiV  όso  oi
ίdieV  oi  isouyeίV!  Parakάtw  dίnoume  έna  tέtoio  parάdeigma.  Me  ContourShading->False  exajanίzoume  tiV
apocώseiV  enώ  me  ContourStyle->({RGBColor[#,0,0]}&)/@Range[0,0.95,.05]  dίnoume  20  diajoretikέV
apocrώseiV(όsa eίnai kai ta Contours) tou kόkkinou stiV antίstoiceV isouyeίV kampύleV. 
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gr3 = Show@gr1, ContourShading −> False,
ContourStyle → H8RGBColor@#, 0, 0D< &L ê@ Range@0, 0.95, .05DD;
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Edώ  me  έntono  kόkkino  eίnai  oi  isouyeίV  pou  brίskontai  pio  yhlά  apo  tiV  άlleV.  Qa  mporoύsame  tώra  na
emjanίsoume  kai  ta  isouyή  epίpeda  me  diabaqmίseiV  tou  kίtrinou-kόkkinou(me  thn  boήqeia  thV  Color-
FunctionØ(RGBColor[1,#,0]&) ) kai tiV ContourLines  kόkkineV kai diakekommέneV p.c 
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gr4 = Show@gr1, ContourShading → True,
ColorFunction → HRGBColor@1, #, 0D &L,
ContourStyle → H8RGBColor@#, 0, 0D, Dashing@80.0015, 0.005<D< &L ê@

Range@0, 0.95, .05DD;
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Den  prέpei  na  xecάsoume  na  anajέroume  thn  Contours->{z1,z2,z3,...}  me  thn  opoίa  epilέgoume  na  mpoύn
isouyeίV  mόno  stiV  sugkekrimmέneV  timέV  tou  z.  P.c  qa  prospaqήsoume  na  diereunίsoume  thn  f  kontά  sto
shmeίo  (0,0)  meletώntaV  mόno  kάpoieV   qetikέV  isouyeίV  me  timέV  kontά  sto  f[x,y]=0  p.c
:ContoursØ84 10−9, 9 10−7, 2 10−6<Gia  akrίbeia  megalώnoume  kai  to  plήqoV  twn  deigmatoleiptikώn
shmeίwn(PlotPointsØ40)
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gr5 =

ContourPlot@Sin@x^2 − y^2D, 8x, −0.001, 0.002<, 8y, −0.002, 0.002<,
Contours → 84 10−9, 9 10−7, 2 10−6<, PlotPoints → 40, ContourStyle →

88RGBColor@1, 0, 0D<, 8RGBColor@0, 1, 0D<, 8RGBColor@0, 0, 1D<<D;

-0.001-0.0005 0 0.0005 0.001 0.0015 0.002
-0.002

-0.001

0

0.001

0.002

Me  maύro  crώma  eίnai  όleV  oi  timέV  thV  sunάrthshV  <4 10−9,  me  endiάmeso  gkrί  oi  timέV  metaxύ
4 10−9 και 9 10−7k.o.k

H  DensityPlot  den  prospaqeί  na  scediάsei  kάpoieV  isouyeίV  kampύleV  όpwV  h  ContourPlot.  AplώV  parάgei
έna  plέgma(mesh)kai  kάpoieV  apocrώseiV  mέsa  se  autό.  H  proepilegmέneV  apocrώseiV  eίnai  tou  gkrί.
Skoteinά  gkrί  crhsimopoioύntai  gia  baqoulώmata  thV  f[x,y]  dhl.  gia  mikrέV  timέV  kai  anoikta  gkrί  gia
megάleV timέV. P.c
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DensityPlot@Sin@x^2 − y^2D, 8x, −1, 3<, 8y, −2, 2<D;
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ΌpwV blέpoume crhsimopoioύntai 15 PlotPoints  se kάqe έna apo ta diastήmata twn x kai y antίstoica. Gia
megalύterh akrίbeia sta crώmata mporoύme na bάloume megalύterh timή p.c PlotPoints->{25,50}
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gr1 = DensityPlot@Sin@x^2 − y^2D,
8x, −1, 3<, 8y, −2, 2<, PlotPoints → 825, 50<D;

-1 0 1 2 3
-2

-1

0

1

2

ΌpwV  blέpoume  den  gίnetai  kammίa  prospάqeia  na  schmatistoύn  kapoia  isouyή  epίpeda  AplώV  se  kάqe
deigmatolhptikό  shmeίo  apo  ta  25  ä50  upologίzetai  h  antίstoich   timή  thV  f  kai  sthn  sunέceia  autή
metatrέpetai se mia apόcrwsh tou gkrί. Me Mesh->False mporoύme na exajanίsoume to plέgma kai na meίnei
mόno h apόcrwsh:
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gr2 = Show@gr1, Mesh → FalseD;
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Me thn ColorFunction mporoύme na allάxoume  katά boύlhsh tiV apocrώseiV:
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gr3 = Show@gr2, ColorFunction → HRGBColor@1, #, 0D &LD;
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An  qέloume  na  emjanίzontai  oposdήpote  kai  to  plέgma  qa  ήtan  skόpimo  na  dialέgame  me  thn  boήqeia  thV
MeshStyle  έna  diajoretikό  crώma  grammώn  plέgmatoV  ή  pio  leptέV  grammέV  plέgmatoV  ή  diakekommέneV  ή
kάpoia apo ta prohgoύmena:
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gr4 =

Show@gr1, MeshStyle → 8GrayLevel@0.9D, Dashing@80.005, 0.005<D<,
ColorFunction → HRGBColor@1, #, 0D &LD;
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Genikά  h   DensityPlot  maV  scediάzei  mia  epijάneia  tou  cώrou  όpwV  qa  thn  έblepe  έnaV  parathrhtήV  pou
briskόtan akribώV apo pάnw thV!
ΊswV qa  anarwtiέste giatί na crhsimopoiήsoume thn DensityPlot ajoύ upάrcei h  ContourPlot.  H apάnthsh
eίnai  όti  upάrcoun  kakέV  periptώseiV  pou   h  ContourPlot  sthn  prospάqeia  thV  na  zwgrajίsei  ta  isouyή
epίpeda  den  bgάzei  kάpoia  kάpoio  κατανοητό  grάjhma  dhl.  maV  epistrέjei  anakribέV  grάjhma.   Genikά  qa
prέpei  na  eίmaste  se  qέsh  na  paίrnoume  όleV  tiV  plhrojorίeV  pou  maV  creiάzontαι  sthn  melέth  maV
kάnontaV katάllhlo sunduasmό όlwn twn dunatotήtwn p.c 

Askhsh: Na meletήsoume thn sumperijorά thV 2 x^2 + 3 y^2 gia {x,-4,4} kai {y,-4,4}.
Lύsh:Crhsimopoioύme thn Plot3D se sunduasmό me thn ContourPlot:
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Plot3D@2 x^2 + 3 y^2 , 8x, −4, 4< , 8y, −4, 4<D;
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Blέpoume  όti  upάrcei  έna  baqoύlwma  allά  den  xέroume  pou  akribώV.  H   ContourPlot  qa  bohqήsei  ston
entopismό tou:

ContourPlot@2 x^2 + 3 y^2 , 8x, −4, 4< ,
8y, −4, 4<, ColorFunction → HRGBColor@1, #, 0D &L,
Contours → 30, PlotPoints → 30D;
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Dhl.  eίnai  to  shmeίo  (0,0)!  Qa  mporoύsame na  crhsimopoίhsoume kai thn  ContourPlot se sunduasmό  me thn
DensityPlot wV  exήV: Θέτουµε  την  DensityPlot κάτω  απο  την  ContourPlot και  στην  πρώτη  βάζουµε MeshØFalse
ενώ στην δεύτερη ContourShadingØFalse(για να εµφανιστούν µόνο οι ισουψείς καµπύλες)

cg = ContourPlot@2 x^2 + 3 y^2 ,
8x, −4, 4< , 8y, −4, 4<, ContourShading → False,
DisplayFunction → Identity, PlotPoints → 30, Contours → 30D;

dg = DensityPlot@2 x^2 + 3 y^2 , 8x, −4, 4< , 8y, −4, 4<,
PlotPoints → 30, Mesh → False, DisplayFunction → Identity,
ColorFunction → HGrayLevel@If@0.5 + # > 1, 1, 0.5 + #DD &LD;

Show@dg, cg, DisplayFunction → $DisplayFunctionD;
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Me  If[0.5+#>1,1,0.5+#]  jwtίsame  katά  0.5  perissόtero  ta  skoteinά  merh  tou  DensityPlot  gia  na  έcoume
perissόterh jwteinόthta sta shmeίa gύrw apo to (0,0).
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9.3 Τρισδιάστατες Γραφικές Παραστάσεις
Υπάρχει αρκετή οµοιότητα στις εντολές  και στις επιλογές για την γραφική παράσταση επιφανειών και καµπυλών
στο  χώρο,  µε  τις  αντίστοιχες  που  γνωρίσαµε  στα  διδιάστατα  γραφικά.  Έτσι  σε  πολλές  περιπτώσεις  δεν  θα
αναφέρουµε   πολλές  λεπτοµέρειες.  Γι'αυτό  θα  συνιστούσαµε  να  διαβάσετε  ξανά  το  κεφάλαιο  για  τις  διδιάστατες
γραφικές παραστάσεις, και να ανακαλύψετε τις οµοιότητες και τις διαφορές που υπάρχουν µεταξύ των εντολών. 

9.3.1 Γραφικές παραστάσεις επιφανειών.
Χρησιµοποιούµε  διαφορετικές  εντολές  ανάλογα  µε  τον  τρόπο  που  περιγράφεται  η  επιφάνεια  που  µελετάµε.  Έτσι
έχουµε τις παρακάτω περιπτώσεις: 

1. Η  επιφάνεια  είναι  το  γράφηµα  µιας συνάρτησης  δυο  µεταβλητών(π.χ  της  x και  y). Τότε  χρησιµοποιούµε  την
Plot3Dz π.χ εαν f @x, yD = x2

ÅÅÅÅÅÅ9 - y2
ÅÅÅÅÅÅÅ4 και πεδίο ορισµού το [-1,1]Χ[-1,1] τότε παίρνουµε την εντολή

Plot3D@x^2ê9 − y^2ê4, 8x, −1, 1<, 8y, −1, 1<D;
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Η  επιφάνεια  αυτή  δεν  είναι  άλλη  απο  το  υπερβολικό  παραβολοειδές  δηλ.  το  "σαµάρι".  Παρατηρούµε  ότι  η
επιφάνεια  έχει  καλυφθεί  απο  καµπύλες  παράλληλες  µε  τους  άξονες  Ox και  Οy. Αυτές  τέµνονται  κάθετα  και  έτσι
σχηµατίζεται  ένα  πλέγµα(Mesh).  Ουσιαστικά  επιλέγονται  15  σηµεία  σε  κάθε  κατεύθυνση  οπότε  έχουµε  15X15
σηµεία  πάνω  στο  επίπεδο  Οxy!  Αυτά  είναι  τα  δειγµατοληπτικά  σηµεία(PlotPoints)  δηλ.  σε  κάθε  ένα  απο  αυτά
υπολογίζεται η τιµή της  συνάρτησης f[x,y] και στην συνέχεια µε βάση αυτές τις τιµές, σχεδιάζεται το πλέγµα και
τελικά  η  ίδια  η  επιφάνεια  .  Είναι  λοιπόν  ευνόητο  αν  θέλουµε  καλύτερη  ακρίβεια  στην  γραφική  παράσταση  να
πάρουµε περισσότερα PlotPoints π.χ µε  PlotPoint->{40,25}διαλέγουµε 40 σηµεία (απο το  πεδίου ορισµού της f)
πάνω στο Ox και 25 πάνω στον Oy(πάλι απο το  πεδίου ορισµού της f).Με Mesh->False σχεδιάζεται η επιφάνεια
µας χωρίς να είναι εµφανές το πλέγµα πάνω σ'αυτήν. Π.χ
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Plot3D@x^2ê9 − y^2ê4, 8x, −1, 1<, 8y, −1, 1<, PlotPoints → 840, 25<D;
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Plot3D@x^2ê9 − y^2ê4, 8x, −1, 1<,
8y, −1, 1<, PlotPoints → 840, 25<, Mesh → FalseD;
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Το διάφανο κουτί(Box) που περιβάλλει το πλέγµα, έχει λόγο πλευρών {1,1,0.4} δηλ. το µήκος του µήκους και του
πλάτους  είναι  το  ίδιο  ενώ  το  ύψος  του  κουτιού  είναι  µικρότερο  κατά  0.4  δηλ.  κατα  40%.  Αυτή  είναι  η
προεπιλεγµένη  τιµή  του  BoxRatios  και  µπορείτε  να  την  αλλάξετε!  Π.χ   να  θέσετε  BoxRatios->{1,1,1}  για  να
έχουν όλες οι πλευρές ίσο µήκος ή να θέσετε BoxRatios->Automatic π.χ
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Plot3D@x^2ê9 − y^2ê4, 8x, −1, 2<, 8y, −1, 1<,
PlotPoints → 840, 25<, Mesh → False, BoxRatios → AutomaticD;
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Με  Boxratios->Automatic έχουµε  ίσες  µονάδες  µέτρησης  σε  κάθε  άξονα  και  άρα το  "φυσιολόγικό" γράφηµα  της
επιφάνειας.  Αυτό  βέβαια  δεν  είναι  πάντα  επιθυµητό  γιατί  χάνουµε  κάποια  χαρακτηριστικά   της  επιφάνειας.  Π.χ
δεν  φαίνεται  καθαρά  το  "σαµαρωτό"  σχήµα  της  επιφάνειας.  Με  BoxRatios->{1,1,2.5}  θα  έχετε  καλύτερο
αποτέλεσµα, δοκιµάστε! 
Μια πολύ χρήσιµη εντολή είναι η Options[..]  διότι µπορούµε να διαπιστώσουµε τις επιλογές µιας εντολής καθώς
και τις προεπιλεγµένες τιµές των επιλογών π.χ

Options@ParametricPlot3DD

8AmbientLight → GrayLevel@0.D, AspectRatio → Automatic,
Axes → True, AxesEdge → Automatic, AxesLabel → None,
AxesStyle → Automatic, Background → Automatic, Boxed → True,
BoxRatios → Automatic, BoxStyle → Automatic, ColorOutput → Automatic,
Compiled → True, DefaultColor → Automatic, Epilog → 8<,
FaceGrids → None, ImageSize → Automatic, Lighting → True,
LightSources → 8881., 0., 1.<, RGBColor@1, 0, 0D<, 881., 1., 1.<,

RGBColor@0, 1, 0D<, 880., 1., 1.<, RGBColor@0, 0, 1D<<,
Plot3Matrix → Automatic, PlotLabel → None, PlotPoints → Automatic,
PlotRange → Automatic, PlotRegion → Automatic,
PolygonIntersections → True, Prolog → 8<, RenderAll → True,
Shading → True, SphericalRegion → False, Ticks → Automatic,
ViewCenter → Automatic, ViewPoint → 81.3, −2.4, 2.<,
ViewVertical → 80., 0., 1.<, DefaultFont Ç $DefaultFont,
DisplayFunction Ç $DisplayFunction,
FormatType Ç $FormatType, TextStyle Ç $TextStyle<

Παρατηρούµε  ότι  έχουµε  πάρα  πολλές  δυνατότητες.  Βέβαια  αρκετές  απ'  αυτές  τις  έχουµε  δει  ξανά  στην
διδιάστατη περίπτωση και έτσι δεν θα αναφέρουµε περισσότερα. Τέτοιες είναι οι MeshStyle, Background, Epilog,
ImageSize,PlotLabel,PlotRange,PlotRegion,  DisplayFunction,  AxesLabel,   και  Ticks.  Θα  αναφέρουµε  την  View-
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Point.  Με  την  ViewPoint  µπορούµε  να  δούµε  µε  διαφορετική  οπτική  γωνία  την  ίδια  επιφάνεια.  Με  τα  πλήκτρα
Ctrl  Shift  και  V  συγχρόνως  πατηµένα,  παίρνουµε  ένα  κουτί  µε  τους  τρεις  άξονες  στο  οποίο  µπορούµε  να
επιλέξουµε  το  κατάλληλο  σηµείο(ViewPoint)  του  χώρου(απο  το  οποίο  θα  παρατηρούµε  την  επιφάνεια)  και
πατώντας   Paste  µπορούµε  να  το  επικολήσουµε  σε  όποιο  σηµείο  της  Plot3D  θέλουµε.  Παρατηρείστε  ότι  η
προεπιλεγµένη  τιµή  είναι  ViewPoint->{1.3,-2.4,2.}.   Με  Boxed->False  εξαφανίζουµε  το  διάφανο  κουτί  που
περιβάλλει  την  επιφάνεια  ενώ  µε  AxesStyle->...  µπορούµε  να  καθορίσουµε  κάποιο  "στύλ"  µε  το  οποίο  θα
σχδιαστούν  οι  τρείς  κάθετοι  άξονες.  Παρακάτω  σχεδιάζουµε  το  σαµάρι,   εξαφανίζουµε  το  κουτί,  θέτουµε  Axes-
StyleØ{GrayLevel[0.8],  Thickness[0.01]}],  θέτουµε  επιγραφές  σε  κάθε  άξονα  και  παρατηρούµε  την  επιφάνεια
απο κάτω(ViewPoint->{-0.184, -1.819, -0.795}):

Plot3D@x^2ê9 − y^2ê4, 8x, −1, 2<, 8y, −1, 1<,
Boxed → False, AxesStyle → 8GrayLevel@0.8D, Thickness@0.01D<,
AxesLabel → 8"Ox", "Oy", "Oz"<,
ViewPoint −> 8−0.184, −1.819, −0.795<D;
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2.  Τη  γραφική  παράσταση  µιας  επιφάνειας,  που  ορίζεται  µε  την  βοήθεια  δύο  παραµέτρων  (π.χ  u  και  v)  την
παίρνουµε  µε  την  ParametricPlot3D.  Τέτοιες  επιφάνειες  λέγονται  παραµετρικές   επιφάνειες.  Σε  αυτήν  την
κατηγορία ανήκουν και επιφάνειες που ορίζονται µε κυλινδρικές ή σφαιρικές συντεταγµένες. Αυτές οι επιφάνειες
µπορεί  να  τέµνουν  τον  εαυτό  τους  ή  να  κουλουριάζουν  γύρω  απο  κάποιο  άξονα  κ.ο.κ.  Τέτοιες  δυνατότητες  δεν
έχει  η  Plot3D.  Μπορούµε  να  συµπεράνουµε  λοιπόν  εν  κατακλείδι  ότι  η  ParametricPlot3D  είναι  γενικότερη  της
Plot3D.  Π.χ  αν  θέλουµε  να  σχεδιάσουµε  το  σαµάρι  δεν  έχουµε  παρά  να  θέσουµε   την  x  ίση  µε   την  πρώτη
παράµετρο u και την y µε  την v και το z(δηλ. το ύψος f[x,y]) ίση µε f[u,v]:
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ParametricPlot3D@8u, v, u^2ê9 − v^2ê4<, 8u, −1, 2<, 8v, −1, 1<D;
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Ως  προς  τις  επιλογές  διαφέρει  ελάχιστα  απο  την  Plot3D.  Βασικά  έχουµε  διαφορετικές  προεπιλεγµένες  τιµές  στα
PlotPoints, και BoxRatios που είναι PlotPointsØAutomatic καιBoxRatiosØAutomatic.

Με  παραµετρικές  εξισώσεις  µπορούµε  να  ορίσουµε  (και  να  σχεδιάσουµε  κατά  συνέπεια)τον  τόρο,  διάφορες
κυλινδρικές  επιφάνειες,  παραβολοειδή,  την  σφαίρα  κ.ο.κ.  Παρακάτω  δίνουµε  την  γραφική  παράσταση  ενός
κοµµατιού της µοναδιαίας σφαίρας(µε ακτινα ίση µε 1) και µε κέντρο την αρχή των αξόνων. Κατα'ρχην γράφουµε
βέβαια την σφαίρα παραµετρικά µε την χρήση των σφαιρικών συντεταγµένων! 

ParametricPlot3D@
8Cos@thetaD Sin@phiD, Sin@thetaD Sin@phiD, Cos@phiD<,
8theta, 0 , 2 Pi<, 8phi, 0, Piê2<D;
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3. Ειδιαίτερα στις περιπτώσεις που η επιφάνεια έχει εξίσωση r=f[theta,phi](όπου r είναι η απόσταση του σηµείου
απο την  αρχή των αξόνων) σε σφαιρικές συντεταγµένες, θα ήταν προτιµότερο να χρησιµοποιήσουµε την Spheri-
calPlot3D.  Όµοια,  όταν  η  επιφάνεια  µας  ορίζεται  µε  κυλινδρικές  συντεταγµένες  µε  την  εξίσωση  z=g[r,theta]
όπου  (r,theta,z οι  κυλινδρικές  συντεταγµένες,)   τότε  θα  ήταν  προτιµότερο  να  χρησιµοποιήσουµε  την  Cylindrical-
Plot3D. Σε κάθε όµως περίπτωση πρέπει να καλέσουµε το πακέτο Graphics`ParametricPlot3D`. Π.χ

<< Graphics`ParametricPlot3D`
SphericalPlot3D@Log@thetaD, 8theta, Piê10 , Pi<,

8phi, 0, Pi<, AxesLabel → 8"Ox", "Oy", "Oz"<D;
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CylindricalPlot3D@r, 8r, 0, 4<, 8theta, 0, 2 Pi<D;
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Παρατήρηση:  Αν  οι  κυλινδρικές  ή  οι  σφαιρικές  επιφάνειες  µας  δεν  δίνονται  απο  συναρτήσεις  της  µορφής  που
περιγράψαµε  παραπάνω,  τότε  δεν  µπορούµε  να  χρησιµοποιήσουµε  τις   CylindricalPlot3D και  SphericalPlot3D ή
θα πρέπει  να  λύσουµε  ως  προς  z ή  r  αντίστοιχα! Για  παράδειγµα,  γνωρίζουµε ότι η εξίοσωση ενός κυλίνδρου  σε
κυλινδρικές  συντεταγµένες  δίνεται  µε  την  µορφή  r=  µια  σταθερά  και  όχι  µε  την  µορφή  συνάρτησης  των  r  και
theta. Σε τέτοιες περιπτώσεις θα πρέπει να χρησιµοποιήουµε την γνωστή µας ParametricPlot3D! Π.χ
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ParametricPlot3D@
84 Cos@thetaD, 4 Sin@thetaD, z<, 8theta, 0, 2 Pi<, 8z, 0, 7<D;
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4. Βέβαια, ένας κύλινδρος είναι µια επιφάνεια η οποία έχει κάποιο άξονα, γύρω απο τον οποίο είναι τοποθετηµένη
συµµετρικά.  Ορίζουµε  τις  εκ  περιστροφής  επιφάνειες  εκείνες  τις  επιφάνειες  που  προκύπτουν  απο  την
περιστροφή µιας επίπεδης καµπύλης γύρω απο µια ευθεία που λέγεται άξονας. Χωρίς περιορισµό της γενικότητας,
µπορούµε  να  υποθέσουµε  ότι  ο  άξονας  περιστροφής  είναι  ο  Oz και  η  καµπύλη  βρίσκεται  πάνω στο  Oxz επίπεδο
και δίνεται απο την εξίσωση z=f[x]. Τότε µε την εντολή SurfaceOfRevolution[f[x],{x,xmin,xmax}] παίρνουµε την
ζητούµενη  επιφάνεια  εκ  περιστροφής.Για  να  εκτελεστεί  η   εντολή  SurfaceOfRevolution  θα  πρέπει  πρώτα  να
καλέσουµε  το  υποπρόγραµµα  SurfaceOfRevolution  του  πακέτου  Graphics.  Π.χ  για  να  σχεδιάσουµε  ένα  κώνο
ύψους ίσο µε 1 θα πρέπει να περιστρέψουµε την z=x δηλ. την διαγώνιο του Oxz επιπεδου γύρω απο τον Oz: 
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<< Graphics`SurfaceOfRevolution`
SurfaceOfRevolution@x, 8x, 0, 1<, Ticks → NoneD;

Για να σχεδιάσουµε ένα κύλινδρο  γύρω  απο  τον Oz θα πρέπει να περιστρέψουµε την ευθεία x= κάποια σταθερά,
γύρω  απο  τον  Oz.  Επειδή  η  καµπύλη  µε  εξίσωση  x=σταθερά  δεν  ειναι  συνάρτηση  του  x  θα  χρειαστεί  να
χρησιµοποιήσουµε µια γενικοτερη µορφή της εντολής  SurfaceOfRevolution. Ο γενικότερος τύπος είναι ο 

SurfaceOfRevolution[{f[t],g[t],h[t]},{t,tmin,tmax},RevolutionAxis->{a,b,c}]

όπου  τώρα  η   καµπύλη  δίνεται  παραµετρικά  µε  τον  τύπο   {f[t],g[t],h[t]}  όπου  t  είναι  η  παράµετρος.  Επίσης  µε
RevolutionAxis->{a,b,c} θέτουµε  άξονα  περιστροφής  την  ευθεία  που  διέρχεται  απο  την  αρχή  των  αξόνων  και  το
σηµείο του χώρου µε συντεταγµένες {a,b,c}. Π.χ για να σχεδιάσουµε τον κύλινδρο µε ακτίνα ίση µε 1 και µήκους
5 που περιστρέφεται γύρω απο τον άξονα Oy θα γράψουµε
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SurfaceOfRevolution@81, t, 0<, 8t, 0, 5<,
RevolutionAxis → 80, 1, 0<, AxesLabel → 8"Ox", "Oy", "Oz"<D;
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5.  Τελος  θα  αναφέρουµε  ότι  µε  την  εντολή  Show[Graphics3D[Σχήµα1[a,b,...],Σχήµα2[    ],...]]  µπορούµε  να
πάρουµε  άµµεσα  και  χωρίς  πολύπλοκες  πληκτρολογήσεις  τη  γραφική  παράσταση  κάποιων  γνωστων  Σχήµα(των).
Οι  σταθερές  a,b,...είναι  παράµετροι,  οι  τιµές  των  οποίων  επηρεάζουν  τη  γραφική  παράσταση.  Για  να  δείτε
ακριβώς  πως,  ζητείστε  σχετική  βοήθεια  απο  το  Help.  Το  απαραίτηο  πακέτο  είναι  το  Graphics`Shapes.  Το  Σχήµα
µπορεί να είναι έλικα, διπλή έλικα, κύλινδρος, κώνος, σφαίρα, λωρίδα του Mobius,  πολύγωνα, ευθείες κ.ο.κ Π.χ
για  να  σχεδιάσουµε  ένα  κύλινδρο  ύψους  1.2  και  ακτίνας  0.5  και  για  την  σχεδίαση  να  χρησιµοποιηθούν  30
πολύγωνα θα γράψουµε:
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<< Graphics`Shapes`
Show@Graphics3D@Cylinder@0.5, 0.6, 30DDD;
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Κεφάλαιο 10ο: ∆ιαδικασιακός 
Προγραµµατισµός

10.1 Ανάθεση τιµών σε µεταβλητές
Ο  τελεστής  ανάθεσης  (=,  :=)  χρησιµοποιείται  για  να  τοποθετήσουµε  το  αποτέλεσµα  µιας  έκφρασης  (τιµή  ή
παράσταση) σε µια µεταβλητή. Η σύνταξή του έχει ως εξής:

var = expr Κατά τη διάρκεια εκτέλεσης της εντολής ο Η/Υ υπολογίζει πρώτα το αποτέλεσµα  
της έκφρασης expr και στη συνέχεια, αυτό που θα βρει, το αναθέτει στη µεταβλητή 
var που υπάρχει αριστερά του =. Στη συνέχεια του προγράµµατος κάθε φορά που 
θα βλέπει την µεταβλητή var θα την αντικαθιστά από την τιµή  έκφρασης expr.

Set[var, expr]: Ισοδύναµη µε την προηγούµενη ανάθεση τιµών.

var := expr Η ανάθεση της τιµής της έκφρασης expr στην µεταβλητή var γίνεται την στιγµή 
που καλούµε την µεταβλητή var.

SetDelayed[var, expr]: Ισοδύναµη µε την προηγούµενη ανάθεση τιµών.

Το  παραπάνω  ίσον  (=)  λοιπόν  και  στις  δύο  περιπτώσεις  αναφέρεται  σε  ανάθεση  τιµής  και  όχι  σε  ισότητα.  Το
περιεχόµενο της µεταβλητής που υπήρχε πριν από την εντολή της ανάθεσης τιµής χάνεται.

A = Random@Integer, 81, 15<D;
B := Random@Integer, 81, 15<D;
A1 = Table@A, 85<D
B1 = Table@B, 85<D

85, 5, 5, 5, 5<

810, 11, 7, 6, 15<

Η  πρώτη  εντολή  υπολογίζει  έναν  τυχαίο  ακέραιο  αριθµό  µεταξύ  1  και  15  (π.χ.  τον  7)  και  τον  τοποθετεί  στη
µεταβλητή  Α.  Αντίθετα  στη  δεύτερη  εντολή  ορίζουµε  ότι  η  µεταβλητή  Β  θα  δεχτεί  έναν  τυχαίο  ακέραιο  αριθµό
µεταξύ 1 και 15 όταν την καλέσουµε. Συνεπώς στην τρίτη εντολή επειδή η µεταβλητή Α έχει ήδη την τιµή 7, όταν
προσπαθούµε  να  πάρουµε  έναν  πίνακα  µε  5 αριθµούς  ίσους  µε  Α,  παίρνει  και τους  5 ίσους µε 7. Αντίθετα  όταν
προσπαθούµε  να  δηµιουργήσουµε  έναν  πίνακα  µε  5  αριθµούς  της  µορφής  Β,  κάθε  φορά  που  καλούµε  τη
µεταβλητή Β για να την τοποθετήσουµε στο πίνακα, υπολογίζεται η έκφραση που βρίσκεται δεξιά του ίσον στην
δεύτερη εντολή και το αποτέλεσµα τοποθετείται στον πίνακα Β1. Αυτός είναι και ο λόγος που ο πίνακας B1 έχει
διαφορετικές τυχαίες τιµές.
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Set@z, Expand@Hx + yL2DD

x2 + 2 x y + y2

SetDelayed@w, Expand@Hx + yL2DD
w

x2 + 2 x y + y2

Παρατηρούµε  ότι  το  z  και  το  w  έχουν  τις  ίδιες  τιµές.  Αν  όµως  στη  συνέχεια  θέσουµε  όπου  x  =  1  +  a  τότε  θα
έχουµε:

x = 1 + a

1 + a

z

H1 + aL2 + 2 H1 + aL y + y2

w

1 + 2 a + a2 + 2 y + 2 a y + y2

Η  διαφορά  αυτή  οφείλεται  στο  γεγονός  ότι  το  z  έχει  ήδη  την  τιµή  του  αναπτύγµατος  Hx + yL2  δηλαδή
x2 + 2 xy + y2  και απλώς αντικαθιστά το x µε ισοδύναµή του έκφραση 1 + a στο ανάπτυγµα αυτό. Αντίθετα όταν
καλέσουµε  το  w  τότε  τοποθετείται  στην  έκφραση  Hx + yL2  το  x  =  1  +  a  και  στη  συνέχεια  υπολογίζεται  το
ανάπτυγµα του Hx + yL2.

A = 1

1

A = A + 1

2
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Η πρώτη εντολή δηµιουργεί µια θέση στην µνήµη του υπολογιστή για τη µεταβλητή Α και τοποθετεί σε αυτή την
τιµή 1. Η δεύτερη εντολή βρίσκει το αποτέλεσµα δεξιά του ίσον (=) που είναι 1 + 1 (αφού η τιµή της µεταβλητής
Α  από  την  πρώτη  εντολή  είναι  1)  και  το  τοποθετεί  στην  ίδια  θέση  µνήµης  που  έχει  δηµιουργήσει  στην  πρώτη
εντολή  για  να  αποθηκεύει  την  τιµή  της  µεταβλητής  Α.  Παρατηρούµε,  δηλαδή,  ότι  οτιδήποτε  βρίσκεται  στην
µεταβλητή  που  βρίσκεται  αριστερά  του  ίσον,  χάνεται  και  στη  θέση  του  τοποθετείται  αυτό  που  βρίσκεται  δεξιά
του ίσον.

Η  εντολή  Α  =  Α  +  1  µπορεί  να  αντικατασταθεί  µε  άλλες  εντολές  πιο  σύντοµες  και  µερικές  φορές  περισσότερο
λειτουργικές:

a ++ Αυξάνει την τιµή της µεταβλητής a κατά 1, και επιστρέφει την προηγούµενη τιµή του a.

a -- Μειώνει την τιµή της µεταβλητής a κατά 1, και επιστρέφει την προηγούµενη τιµή του a.

++ a Αυξάνει την τιµή της µεταβλητής a κατά 1, και επιστρέφει την νέα τιµή του a.

-- a Μιεώνει την τιµή της µεταβλητής a κατά 1, και επιστρέφει την νέα τιµή του a.

a += daΑυξάνει την τιµή της µεταβλητής a κατά da (δηλαδή a = a + da), και επιστρέφει την νέα τιµή του a.

a -= da Μειώνει την τιµή της µεταβλητής a κατά da (δηλαδή a = a - da), και επιστρέφει την νέα τιµή του a.

a *= c Πολλαπλασιάζει την τιµή της µεταβλητής a µε c, τοποθετεί το αποτέλεσµα στην µεταβλητή a 
και επιστρέφει την νέα τιµή του a.

a /= c ∆ιαιρεί την τιµή της µεταβλητής a µε c, τοποθετεί το αποτέλεσµα στην µεταβλητή a 
και επιστρέφει την νέα τιµή του a.

Ας δούµε µερικές εφαρµογές των παραπάνω εντολών:

A = 1;
A++

1

A

2

++A

3
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A−−

3

A

2

−−A

1

A += 5

6

A −= 3

3

A ∗= 4

12

A ê= 6

2

Μπορούµε  να  αναθέσουµε  την  ίδια  τιµή  σε  παραπάνω  από  µία  µεταβλητές  χρησιµοποιώντας  την  εντολή
ανάθεσης:

var1 = var2 = ... = expr
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x = y = 1

1

x + y

2

10.2 Εντολές Εισόδου - Εξόδου
Με  τις  εντολές  εισόδου  που  διαθέτει  το  Mathematica  µπορούµε  να  αναθέσουµε  µία  τιµή  σε  µια  µεταβλητή
πληκτρολογώντας  την.  Η  συνάρτηση  Input  που  διαθέτει  το  Mathematica  µπορεί  να  χρησιµοποιηθεί  ως  µια
εντολή εισόδου σε ένα πρόγραµµα.

var = Input[ ] Ζητάει µε διαλογική µορφή (µέσω παραθύρου) µια τιµή την οποία την αναθέτει
στη µεταβλητή var.

var = Input["Μήνυµα"] Ζητάει µε διαλογική µορφή (µέσω παραθύρου) µια τιµή την οποία την αναθέτει στη
µεταβλητή var, ενώ εµφανίζει οτ συγκεκριµένο µήνυµα για τον χρήστη στο
παράθυρο διαλόγου.

Η  εκτύπωση  αποτελεσµάτων  στο  Mathematica  γίνεται  απλώς  γράφοντας  το  όνοµα  της  µεταβλητής  που θέλουµε
να εκτυπώσουµε είτε χρησιµοποιώντας την συνάρτηση Print[ ] που διαθέτει το Mathematica.

Print[έκφραση 1, έκφραση2 , ...] Εκτυπώνει το σύνολο των εκφράσεων που υπάρχει µέσα στην Print και
στη συνέχεια αλλάζει γραµµή.

Αν  θέλουµε  να  εφαµόσουµε  µια  συγκεκριµένη  µορφοποίηση  στην  εκτύπωσή  µας  µπορούµε  να
χρησιµοποιήσουµε τη συνάρτηση StylePrint[ ].

Στη συνέχεια θα δώσουµε δύο απλά παραδείγµατα εισόδου - εξόδου:

Παράδειγµα  1:  Να  γράψετε  πρόγραµµα  που  να  διαβάζει  από  το  πληκτολόγιο  δύο  ακεραίους  και  να  υπολογίζει
και να εκτυπώνει το άθροισµα τους.

a = Input@"Give one Integer"D;
b = Input@"Give one Integer"D;
c = a + b;
Print@"Το άθροισµα είναι=", cD

Παράδειγµα  2:  Να  γράψετε  πρόγραµµα  που  να  διαβάζει  από  το  πληκτολόγιο  µία  λίστα  από  πραγµατικούς
αριθµούς και να υπολογίζει και να εκτυπώνει τον µέσο όρο των στοιχείων της λίστας.
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H∗a=Λίστα∗L
H∗mo=Μέσος όρος∗L
a = Input@"∆ώσε τη Λίστα="D;
mo = Sum@a@@iDD, 8i, 1, Length@aD<DêLength@aD;
Print@"Μέσος όρος=", moD

Στα παραπάνω παραδείγµατα έχουµε να κάνουµε τις εξής παρατηρήσεις:
α. Οι εντολές δόθηκαν στο ίδιο cell (κελί) µε την σειρά, πατώντας Enter στο τέλος κάθε γραµµής.
β. Τα σχόλια τοποθετούνται ανάµεσα στα σύµβολα (* και *).
γ.  Το  ερωτηµατικό  στο  τέλος  της  εντολής  σηµαίνει  ότι  ναι  µεν  η  εντολή  εκτελείται  αλλά  το  αποτέλεσµα  δεν
εµφανίζεται στην οθόνη.

10.3 Εντολές Ελέγχου

10.3.1 Η εντολή If
If [συνθήκη, εντολή(-ές) 1, εντολή(-ές)2, εντολή(-ές)3]

Αν  η  συνθήκη  είναι  αληθής,  τότε  θα  εκτελεστεί  η  εντολή(-ές)1,  αν  είναι  ψευδής  θα  εκτελεστεί  η  εντολή(-ές)2,
ενώ αν  δεν µπορεί το Mathematica  να εκφέρει  γνώµη για τον  αν  η συνθήκη έιναι αληθής  ή ψευδής εκτελείται  η
εντολή(-ές)3. Οι εντολές 2 και 3 είναι προεραιτικές.

Για την διατύπωση της συνθήκης στη σύνταξη της εντολής If θα χρειαστούµε τους παρακάτω τελεστές σύγκρισης
και λογικούς τελεστές:

Τελεστές Σύγκρισης
Τελεστής Λειτουργία
     == Ισότητα
     != Ανισότητα
     > Μεγαλύτερο
     < Μικρότερο
     >= Μεγαλύτερο ή ίσο
     <= Μικρότερο ή ίσο

Όταν  συντάσουµε  τους  παραπάνω  τελεστές  σύγκρισης  στο  Mathematica,  το  Mathematica  αναλαµβάνει  να  τους
ξαναγράψει µε την εξής µορφή: ã, ∫, >, <, ¥, §.

Λογικοί Τελεστές
Τελεστής Λειτουργία
    && Σύζευξη (και)
     | | ∆ιάζευξη (ή)

Στη συνέχεια θα δώσουµε µερικά παραδείγµατα εφαρµογής της εντολής If.

Παράδειγµα 3: Να κατασκευάσετε τη συνάρτηση:

f(x)=9
1ÅÅÅÅx x ∫ 0
1 x = 0

Diadikasiakos_Programmatismos.nb 6



f@x_D := If@x ≠ 0,
1êx,
0,

"άγνωστο"D;

f@2D

1
¡¡¡¡
2

f@0D

0

f@qD

άγνωστο

Παρατηρούµε ότι  αν  η  τιµή του ορίσµατος x είναι διαφορετική του µηδενός (π.χ.  2) εκτελείται  η πρώτη εντολή,
ενώ  αν  η  τιµή  του  ορίσµατος  x είναι  µηδέν  τότε  εκτελείται  η  δεύτερη  εντολή.  Αν  όµως  θέσουµε  στο  x µια  τιµή
(π.χ. q) που το Mathematica δεν γνωρίζει αν αυτή είναι διάφορη ή ίση του µηδενός τότε εκτελείται η τρίτη εντολή.

Παράδειγµα 4: Έστω η εξίσωση πρώτου  βαθµού ax + b = 0. Να γράψετε πρόγραµµα που θα υπολογίζει και θα
εκτυπώνει τις πιθανές λύσεις της εξίσωσης.

a = Input@"∆ώσε το a="D;
b = Input@"∆ώσε το b="D;
If@a ≠ 0,
x = −bêa;
Print@"x=", xD,
If@b « 0,
Print@"Αόριστη"D,
Print@"Αδύνατη"DDD

Παράδειγµα 5: Να γράψετε πρόγραµµα που να διαβάζει από το πληκτολόγιο µία λίστα από ακεραίους αριθµούς
και να υπολογίζει και να εκτυπώνει τη διάµεσο των αριθµών αυτών.

Για να βρούµε τη διάµεσο πρέπει πρώτα να ταξινοµήσουµε τα στοιχεία της λίστας, έστω a, σε αύξουσα σειρά και
στη συνέχεια αν το πλήθος των στοιχείων της λίστας, έστω n, είναι άρτιος τότε η διάµεσος είναι ίση µε την τιµή
(a(n/2)+a(n/2+1))/2 διαφορετικά είναι ίση µε a((n+1)/2).
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a = Input@"∆ώσε τη Λίστα="D;
n = Length@aD;
s = Sort@aD;
If@EvenQ@nD,
d = Hs@@nê2DD + s@@nê2 + 1DDLê2,
d = s@@Hn + 1Lê2DDD;

Print@"∆ιάµεσος=", dD

Παράδειγµα 6: Να γράψετε πρόγραµµα το οποίο να διαβάζει από το πληκτρολόγιο δύο ακεραίους αριθµούς και
αν  το  τελευταίο  τους  ψηφίο  είναι  το  ίδιο  να  εκτυπώνει  το  άθροισµα  τους  ενώ  στην  αντίθετη  περίπτωση  να
εκτυπώνει την απόλυτη τιµή της διαφοράς τους.

a = Input@"∆ώσε έναν ακέραιο"D;
b = Input@"∆ώσε έναν ακέραιο"D;
mona = Mod@a, 10D;
monb = Mod@b, 10D;
If@mona == monb,
Print@a + bD,
If@a > b,
Print@a − bD,
Print@b − aDDD

Παράδειγµα 7: Να κατασκευάσετε συνάρτηση, η οποία θα δέχεται ως ορίσµατα δύο ακεραίους αριθµούς και αν
το τελευταίο τους ψηφίο είναι το ίδιο να εκτυπώνει το άθροισµα τους ενώ στην αντίθετη περίπτωση να εκτυπώνει
την απόλυτη τιµή της διαφοράς τους.

f@a_, b_D := Hmona = Mod@a, 10D;
monb = Mod@b, 10D;
If@mona == monb,
Print@a + bD,
If@a > b,
Print@a − bD,
Print@b − aDDDL

f@24, 244D

268

f@23, 54D

31
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f@54, 23D

31

Παράδειγµα 8: Έστω η εξίσωση δευτέρου βαθµού ax2 + bx + c = 0. Να γράψετε πρόγραµµα που θα υπολογίζει

και θα εκτυπώνει τις πιθανές λύσεις της εξίσωσης.

a = Input@"∆ώσε το a="D;
b = Input@"∆ώσε το b="D;
c = Input@"∆ώσε το c="D;
If@a ≠ 0,
d = b2 − 4 a c;
If@d > 0,
x1 = H−b + Sqrt@dDLêH2 aL;
x2 = H−b − Sqrt@dDLêH2 aL;
Print@"x1=", x1, "x2=", x2D,
If@d « 0,
x = −bêH2 aL;
Print@"x=", xD,
Print@"Μιγαδικές Λύσεις"DDD,

If@b ≠ 0,
x = −cê b;
Print@"x=", xD,
If@c « 0,
Print@"Αόριστη"D,
Print@"Αδύνατη"DDDD

Παράδειγµα 9:  Να κατασκευάσετε συνάρτηση, η οποία θα δέχεται ως ορίσµατα  τους συντελεστές  (a, b, c) µιας
δευτεροβάθµιας εξίσωση και εκτυπώνει  τις λύσεις της εξίσωσης.
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f@a_, b_, c_D := HIf@a ≠ 0,
d = b2 − 4 a c;
If@d > 0,
x1 = H−b + Sqrt@dDLêH2 aL;
x2 = H−b − Sqrt@dDLêH2 aL;
Print@"x1=", x1, "x2=", x2D,
If@d « 0,
x = −bêH2 aL;
Print@"x=", xD,
Print@"Μιγαδικές Λύσεις"DDD,

If@b ≠ 0,
x = −cê b;
Print@"x=", xD,
If@c « 0,
Print@"Αόριστη"D,
Print@"Αδύνατη"DDDDL

f@1, 1, 1D

Μιγαδικές Λύσεις

f@1, 2, 1D

x=−1

f@1, 5, 1D

x1=
1
¡¡¡¡
2

I−5 + è!!!!!!21 Mx2=
1
¡¡¡¡
2
I−5 − è!!!!!!21 M

10.3.2 Η εντολή Which
Which[συνθήκη1, εντολή(-ές) 1, συνθήκη2, εντολή(-ές)2, συνθήκη3, εντολή(-ές)3, ...]

Η  εντολή  Which  ελέγχει  τις  παραπάνω  συνθήκες  "συνθήκη1",  "συνθήκη2",  "συνθήκη3"  κ.λ.π.  και  στην  πρώτη
αληθή συνθήκη που θα βρεί, έστω τη συνθήκηi, θα εκτελέσει την αντίστοιχη εντολή(-ές)i.

Στη συνέχεια θα δώσουµε µερικά παραδείγµατα εφαρµογής της εντολής Which.

Παράδειγµα  10:  Να  κατασκευάσετε  συνάρτηση,  η  οποία  θα  δέχεται  ως  ορίσµατα  τις  συντεταγµένες  ενός
σηµείου  και  θα  επιστρέφει  τις  τιµές  1,  2,  3  και  4  αν  το  σηµείο  βρίσκεται  στο  1ο,  2ο,  3ο  και  4ο  τεταρτηµόριο
αντίστοιχα. Αν το σηµείο είναι το (0, 0) να επιστρέφει την τιµή 0. Τέλος, αν το σηµείο ανήκει στον άξονα των x
να επιστρέφει την τιµή -1 ενώ αν το σηµείο ανήκει στον άξονα των y να επιστρέφει την τιµή -2.
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f@x_, y_D := Which@x « 0 && y « 0, 0,
y « 0, −1,
x « 0, −2,
x > 0 && y > 0, 1,
x < 0 && y > 0, 2,
x < 0 && y < 0, 3,
x > 0 && y < 0, 4D;

f@0, 0D

0

f@3, 0D

−1

f@0, 4D

−2

f@4, 5D

1

f@−2, 5D

2

f@−3, −2D

3

f@3, −2D

4
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Παράδειγµα 11: Να γράψετε πρόγραµµα το οποίο να διαβάζει τον βαθµό πτυχίου ενός φοιτητή και να εκτυπώνει
τον λεκτικό χαρακτηρισµό του.

a = Input@"∆ωσε τον βαθµό πτυxίου"D;
Which@a ≤ 10 && a > 8.5, Print@"Άριστα"D,
a ≤ 8.5 && a > 6.5, Print@"Πολύ καλά"D,
a ≤ 6.5 && a ≥ 5, Print@"Καλώς"D,
a > 10 »» a < 5, Print@"Λάθος ο βαθµός πτυxίου"DD

Παράδειγµα 12: Να κατασκευάσετε συνάρτηση, η οποία θα δέχεται ως όρισµα τον βαθµό πτυχίου ενός φοιτητή
και να εκτυπώνει τον λεκτικό χαρακτηρισµό του.

f@a_D := Which@a ≤ 10 && a > 8.5, Print@"Άριστα"D,
a ≤ 8.5 && a > 6.5, Print@"Πολύ καλά"D,
a ≤ 6.5 && a ≥ 5, Print@"Καλώς"D,
a > 10 »» a < 5, Print@"Λάθος ο βαθµός πτυxίου"DD

f@8.51D

Άριστα

f@6.51D

Πολύ καλά

f@6.5D

Καλώς

f@12D

Λάθος ο βαθµός πτυxίου

Παράδειγµα 13: Έστω η εξίσωση δευτέρου βαθµού ax2 + bx + c = 0. Να γράψετε πρόγραµµα που θα υπολογίζει
και θα εκτυπώνει τις πιθανές λύσεις της εξίσωσης µε χρήση της εντολής Which.
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a = Input@"∆ώσε το a="D;
b = Input@"∆ώσε το b="D;
c = Input@"∆ώσε το c="D;
If@a ≠ 0,
d = b2 − 4 a c;
Which@d > 0,
x1 = H−b + Sqrt@dDLêH2 aL;
x2 = H−b − Sqrt@dDLêH2 aL;
Print@"x1=", x1, "x2=", x2D,
d « 0,
x = −bêH2 aL;
Print@"x=", xD,
d < 0,
Print@"Μιγαδικές Λύσεις"DD,
If@b ≠ 0,
x = −cê b;
Print@"x=", xD,
If@c « 0,
Print@"Αόριστη"D,
Print@"Αδύνατη"DDDD

Παράδειγµα 14: Να ορίσετε τη συνάρτηση

f HxL = 9
x - 1 x § 1

x2 - 1 < x < 1
x + 1 x ¥ 1

και να σχεδιάσετε τη γραφική της παράσταση για xœ[-3, 3].
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f@x_D := Which@x ≤ −1, x − 1,
x < 1, x2,
x ≥ 1, x + 1D

Plot@f@xD, 8x, −3, 3<D

-3 -2 -1 1 2 3

-4

-2

2

4

¦ Graphics ¦

10.3.3 Η εντολή Switch
Κατά την εκτέλεση της εντολής If ο έλεγχος του προγράµµατος µεταφέρεται σε ένα σύνολο εντολών ανάλογα µε
την τιµή µιας συνθήκης, η οποία µπορεί να πάρει δύο πιθανές τιµές: αληθής ή ψευδής.

Αν  παρ'  όλα  αυτά  θέλουµε  να  έχουµε  παραπάνω  από  δύο  επιλογές,  τότε  µπορούµε  να  χρησιµοποιήσουµε  την
εντολή Switch η οποία συντάσσεται ως εξής:

Switch[έκφραση, παράσταση1, εντολή(-ές) 1, παράσταση2, εντολή(-ές)2, παράσταση3, εντολή(-ές)3, ...]

Η  εντολή  Switch  υπολογίζει  αρχικά  την  έκφραση  και  στη  συνέχεια  ελέγχει  µε  ποια  από  τις  παραστάσεις
"παράσταση1", "παράσταση2", παράσταση3" κ.λ.π. είναι ίση. Για την πρώτη ίση παράσταση που θα βρει, έστω τη
παράστασηi θα εκτελέσει την αντίστοιχη εντολή(-ές).

Στη συνέχεια θα δώσουµε µερικά παραδείγµατα εφαρµογής της εντολής Switch.

Παράδειγµα  15:  Να  κατασκευάσετε  συνάρτηση,  η  οποία  θα  δέχεται  ως  όρισµα  έναν  ακέραιο  αριθµό  και  θα
ελέγχει αν ο αριθµός αυτός είναι άρτιος ή περιττός.

f@n_Integer?PositiveD := Switch@Mod@n, 2D,
1, "Odd",
0, "Even"D
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f@2D

Even

f@1D

Odd

Η  επικεφαλίδα  Integer  στο  όρισµα  της  συνάρτησης  αναγκάζει  το  n  να  είναι  ακέραιος,  ενώ  ο  έλεγχος  ?Positive
αναγκάζει το n να είναι και θετικός, αν θέλουµε η συνάρτηση f να δώσει απάντησει:

f@−10D

f@−10D

f@2.5D

f@2.5D

Παράδειγµα 16: Σε ένα παιχνίδι µεταξύ δύο ατόµων, η βαθµολογία έχει ως εξής:
α) Αν το άτοµο Α παίξει την κίνηση 1 όταν το άτοµο Β έπαιξε την κίνηση 1 τότε το άτοµο Α κερδίζει 1 βαθµό.
β) Αν το άτοµο Α παίξει την κίνηση 2 όταν το άτοµο Β έπαιξε την κίνηση 1 τότε το άτοµο Α χάνει 1 βαθµό.
γ) Αν το άτοµο Α παίξει την κίνηση 1 όταν το άτοµο Β έπαιξε την κίνηση 2 τότε το άτοµο Α κερδίζει 2 βαθµούς.
δ) Αν το άτοµο Α παίξει την κίνηση 2 όταν το άτοµο Β έπαιξε την κίνηση 2 τότε το άτοµο Α χάνει 2 βαθµούς.
Να κατασκευάσετε συνάρτηση που θα υπολογίζει το κέρδος του ατόµου Α ξέροντας τις κινήσεις των Α και Β.

f@x_, y_D := Switch@8x, y<,
81, 1<, 1,
82, 1<, −1,
81, 2<, 2,
82, 2<, −2D

Στην  παραπάνω  συνάρτηση  αντιστοιχίσαµε  τις  κινήσεις  x,  y  των  παικτών  Α  και  Β  σε  µία  λίστα  {x,  y}  και
ανάλογα µε τη τιµή της  λίστα αυτής επιστρέφουµε και το αντίστοιχο κέρδος του παίκτη Α. Ας διαλέξουµε τώρα
ένα τυχαίο παίξιµο για τους δύο παίκτες και στη συνέχεια ας υπολογίσουµε το κέρδος του παίκτη Α.

f@Random@Integer, 81, 2<D, Random@Integer, 81, 2<DD

2
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10.4 Εντολές Επανάληψης
Σε  πολλά  προβλήµατα  απαιτείται  η  επανάληψη  ενός  συνόλου  ενεργειών.  Η  επανάληψη  µιας  διαδικασίας
παραπάνω από µία φορές ονοµάζεται ανακύκλωση.

Στην ενότητα αυτή θα περιγράψουµε τις εντολές Do, For και While  οι οποίες χρησιµοποιούνται σε προβλήµατα
που  απαιτούνται  ανακυκλώσεις.  Συνήθως  χρησιµοποιούµε  τις  εντολές  Do  και  For  όταν  θέλουµε  να
επαναλάβουµε  ένα  σύνολο  εντολών  για  συγκεκριµένο  αριθµό  επαναλήψεων  ενώ  την  εντολή  While  την
χρησιµοποιούµε όταν δεν είναι γνωστός εκ των προτέρων ο αριθµός των επαναλήψεων

10.4.1 Η εντολή Do
Do[εντολή, {imax}] Εκτελεί την "εντολή" imax φορές.

Do[εντολή, {i, imax}] Εκτελεί την "εντολή" καθώς η µεταβλητή i παίρνει τιµές από 1 έως
imax µε βήµα 1.

Do[εντολή, {i, imin, imax}] Εκτελεί την "εντολή" καθώς η µεταβλητή i παίρνει τιµές από imin έως
imax µε βήµα 1.

Do[εντολή, {i, imin, imax, di}] Εκτελεί την "εντολή" καθώς η µεταβλητή i παίρνει τιµές από imin έως
imax µε βήµα di.

Με τον όρο "εντολή" εννοούµε µία ή περισσότερες εντολές οι οποίες είναι χωρισµένες µε ερωτηµατικό. 

Στην  τελευταία  από  τις  παραπάνω  εκφράσεις  της  εντολής  Do  που  είναι  η  πιο  γενική  µορφή  διακρίνουµε  τρεις
περιπτώσεις, όσον αφορά το βήµα:

Περίπτωση 1η: di > 0.
 Η µεταβλητή i παίρνει την i = imin.
Αν  i  §  imax,  τότε  εκτελείται  η  "εντολή".  Στη  συνέχεια,  προσθέτουµε  το  βήµα  di  στην  τιµή  της  µεταβλητής  i.
Πηγαίνουµε πίσω και επαναλαµβάνουµε τον έλεγχο.
Αν i > imax, τότε µεταφερόµαστε εκτός της ανακύκλωσης.

Περίπτωση 2η: di < 0.
 Η µεταβλητή i παίρνει την i = imin.
Αν  i  ¥  imax,  τότε  εκτελείται  η  "εντολή".  Στη  συνέχεια,  προσθέτουµε  το  βήµα  di  στην  τιµή  της  µεταβλητής  i.
Πηγαίνουµε πίσω και επαναλαµβάνουµε τον έλεγχο.
Αν i < imax, τότε µεταφερόµαστε εκτός της ανακύκλωσης.

Περίπτωση 3η: di = 0.
∆εν µπορεί το βήµα di να είναι µηδέν.

Ας δούµε στη συνέχεια µερικά παραδείγµατα απλής εφαρµογής των παραπάνω εκφράσεων της εντολής Do:
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Do@Print@"test"D, 85<D

test

test

test

test

test

Do@Print@iD, 8i, 1, 5<D

1

2

3

4

5

Do@a = i + 1; Print@aD, 8i, 5, 1, −1<D

6

5

4

3

2

Στη συνέχεια θα δώσουµε µερικά ακόµη παραδείγµατα εφαρµογής της εντολής Do:
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Παράδειγµα  17:  Να  δηµιουργήσετε  µία  λίστα  µε  5  τυχαίους  αριθµούς  από  το  1  έως  το  20  και  µε  4  τυχαίους
αριθµούς από το -20 έως το -1.

s = 8<;
Do@AppendTo@s, Random@Integer, 81, 20<DD, 85<D;
Do@AppendTo@s, Random@Integer, 8−20, −1<DD, 84<D;
s

810, 1, 3, 2, 14, −19, −1, −11, −13<

Παράδειγµα 18: Να κατασκευάσετε συνάρτηση, η οποία θα δηµιουργεί µία λίστα µε n τυχαίους αριθµούς από το
1 έως το 20 και µε m τυχαίους αριθµούς από το -20 έως το -1.

tyxaioi@n_Integer?Positive, m_Integer?PositiveD := Hs = 8<;
Do@AppendTo@s, Random@Integer, 81, 20<DD, 8n<D;
Do@AppendTo@s, Random@Integer, 8−20, −1<DD, 8m<D;
sL

tyxaioi@3, 4D

81, 19, 14, −18, −17, −6, −4<

Παράδειγµα 19: Να υπολογιστεί ο 10ος όρος της ακολουθίας
αn= 1ÅÅÅÅ2 (αn-1+ 2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅαn-1

),    α1=1,
η οποία συγκλίνει στην τιµή è!!!2 .

aold = 1; DoAanew =
1
¡¡¡¡
2

 i
k
jjjaold +

2
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
aold

y
{
zzz; aold = anew, 89<E; anew

478763350177956355033875147816435262639381098519240525465422927625¥
19253627877703063523843253845963985943312400326377102992175776682¥
63130246892221798809427255174348445597103634783814035090442551297ê
33853681149442261311604890884127644131845971976004304240804244892¥
1745564033552086544609184704239228339511303049317527075732707720¥
4943610618917073241080260452775055121081948254768847591544963982¥
848

Παρατηρούµε, ότι το αποτέλεσµα είναι ένας ρητός αριθµός. Πράγµατι, αφού δώσαµε ως αρχική τιµή την ακέραια
τιµή  1,  το  Mathematica  κάνει  πράξεις  µεταξύ  ακεραίων  και  προσπαθεί  να  δώσει  αποτέλεσµα  ακέραιο  αριθµό.
Επειδή  όµως  το  πηλίκο  δεν  είναι  ακέραιος  αριθµός  µας  επιστρέφει  ως  αποτέλεσµα  το  ρητό  αριθµό  που
αντιστοιχεί  στο  πηλίκο.  Για  να  αποφύγουµε  το  παραπάνω  αποτέλεσµα,  µπορούµε  είτε  να  χρησιµοποιήσουµε  τη
συνάρτηση  N  του  Mathematica  που  επιστρέφει  την  αριθµητική  τιµή  της  µεταβλητής  anew είτε  να  δώσουµε  ως
αρχική  τιµή  τη  πραγµατική  τιµή  1.0,  οπότε  το  Mathematica  κάνει  πράξεις  µεταξύ  πραγµατικών  και  δίνει
αποτέλεσµα πραγµατικό αριθµό.
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aold = 1; DoAanew =
1
¡¡¡¡
2

 i
k
jjjaold +

2
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
aold

y
{
zzz; aold = anew, 89<E; N@anewD

1.41421

aold = 1.0; DoAanew =
1
¡¡¡¡
2

 i
k
jjjaold +

2
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
aold

y
{
zzz; aold = anew, 89<E; anew

1.41421

Παράδειγµα 20: Να κατασκευάσετε συνάρτηση, η οποία θα υπολογίζει τον n-στό όρο της ακολουθίας
αn= 1ÅÅÅÅ2 (αn-1+ 2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅαn-1

),    α1=1,
η οποία συγκλίνει στην τιµή è!!!2 .

akolouthia@n_Integer?PositiveD :=

i
k
jjjaold = 1; DoAanew =

1
¡¡¡¡
2

 i
k
jjjaold +

2
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
aold

y
{
zzz; aold = anew, 8n − 1<E; N@anewDy

{
zzz

akolouthia@10D

1.41421

Παράδειγµα 21: Να γράψετε πρόγραµµα που θα υπολογίζει τη σειρά: S =1+22+33+44.

s = 0;
Do@s = s + ii, 8i, 1, 4<D;
s

288

Παράδειγµα  20:  Να  κατασκευάσετε  συνάρτηση,  η  οποία  θα  υπολογίζει  τη  σειρα   S  =1+22+33+44+...+nn  για
δοθέντα ακέραιο n.

seira@n_Integer?PositiveD := Hs = 0;
Do@s = s + ii, 8i, 1, n<D;
sL

seira@4D

288
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Παράδειγµα 21:  Να  γράψετε  πρόγραµµα  που  θα  διαβάζει  έναν  µονοδιάστατο  πίνακα  ακεραίων  αριθµών  και  θα
υπολογίζει και θα εκτυπώνει το πλήθος των θετικών και των αρνητικών αριθµών του πίνακα.

a = Input@"∆ώσε τον πίνακα"D;
negcounter = poscounter = 0;
Do@If@a@@iDD ≥ 0,

poscounter = poscounter + 1,
negcounter = negcounter + 1D,

8i, 1, Length@aD<D;
Print@"poscounter=", poscounterD;
Print@"negcounter=", negcounterD;

10.4.1.1 Εµφωλευµένες επαναληπτικές διαδικασίες (ανακυκλώσεις)
Είναι δυνατό να τοποθετήσουµε µια  Do µέσα σε µία άλλη, ή αλλιώς να έχουµε δύο µεταβλητές αντί για µία µέσα
στην Do όπως φαίνεται παρακάτω:

Do[εντολή, {i, imin, imax, di}, {j, jmin, jmax, dj}] ή Do[ Do[εντολή, {j, jmin, jmax, dj}], {i, imin, imax, di}]

Αρχικά θέτει i=imin και εκτελεί την "εντολή" καθώς η µεταβλητή j παίρνει τιµές από jmin έως jmax µε βήµα dj.
Εφόσον  τελειώσουν  οι  πρώτες  επαναλήψεις,  προσθέτει  στη  µεταβλητή  i  το  βήµα  di  και  επαναλαµβάνει  την
εκτέλεση  της  "εντολής"  καθώς  η  µεταβλητή  j  παίρνει  τιµές  από  jmin  έως  jmax  µε  βήµα  dj.  Η  διαδικασία
συνεχίζεται έως ότου η τιµή της µεταβλητής i ξεπεράσει το imax.

Με  τα  παρακάτω  παραδείγµατα,  µπορούµε  εύκολα  να  καταλάβουµε  πως  λειτουργεί  η  εντολή  Do  όταν  έχουµε
διπλή επανάληψη (ανακύκλωση):

Do@Print@8i, j<D, 8i, 1, 3<, 8j, 1, 2<D

81, 1<

81, 2<

82, 1<

82, 2<

83, 1<

83, 2<
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Do@
Do@Print@8i, j<D, 8j, 1, 2<D,
8i, 1, 3<D

81, 1<

81, 2<

82, 1<

82, 2<

83, 1<

83, 2<

Στα παραπάνω  δύο  παραδείγµατα,  για  i=1 εκτελείται  η  εντολή Print[{i,j}] για j=1, 2, 3. Στη συνέχεια  αυξάνεται
το i κατά ένα, i=2 και εκτελείται η "εντολή" Print[{i,j}] για j=1, 2, 3. 

Παράδειγµα  22:  Να  γράψετε  πρόγραµµα  που  θα  διαβάζει  τα  στοιχεία  ενός  δισδιάστατου  πίνακα  ακεραίων
αριθµών και:
i) θα διαβάζει έναν αριθµό που θα αντιστοιχεί σε µια στήλη και θα υπολογίζει το ελάχιστο της στήλης αυτής και
ii) θα διαβάζει έναν αριθµό που θα αντιστοιχεί σε µια γραµµή και θα υπολογίζει το µέγιστο της γραµµής αυτής.

a = Input@"∆ώσε πίνακα="D;
r = Input@"∆ώσε τη γραµµή="D;
c = Input@"∆ώσε τη στήλη="D;
max = a@@r, 1DD;
Do@If@max < a@@r, jDD,

max = a@@r, jDDD,
8j, 1, Length@a@@rDDD<D;

Print@"To max της ", r, " γραµµής είναι:", maxD;
min = a@@1, cDD;
Do@If@min > a@@i, cDD,

min = a@@i, cDDD,
8i, 1, Length@aD<D;

Print@"To min της ", c, " στήλης είναι:", minD;

Παράδειγµα  23:  Να  γράψετε  πρόγραµµα  που  θα  διαβάζει  τα  στοιχεία  ενός  δισδιάστατου  πίνακα  ακεραίων
αριθµών και θα εξετάζει αν ο πίνακας είναι αραιός. Θεωρούµε ότι ένας πίνακας είναι αραιός αν πάνω από το 80%
του πλήθους των στοιχείων του είναι µηδέν.
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a = Input@"∆ώσε πίνακα="D;
counter = 0;
Do@
Do@If@a@@i, jDD « 0,
counter = counter + 1D,

8j, 1, Length@a@@1DDD<D,
8i, 1, Length@aD<D;

If@counter > 0.8∗Length@aD∗Length@a@@1DDD,
Print@"Αραιός"D,
Print@"Όxι αραιός"DD;

10.4.2 Η εντολή For
Η  σύνταξη  της  εντολής  For  µοιάζει  πολύ  µε  τη  σύνταξη  της  εντολής  For  που  συναντάµε  στην  γλώσσα
προγραµµατισµού C µε τη µόνη διαφορά ότι αντί για το σύµβολο ";"  χρησιµοποιούµε το σύµβολο ",".

For[έναρξη, έλεγχος, αύξηση, εντολή]

Το  πρώτο  όρισµα  "έναρξη"  είναι  αυτό  που  θα  εκτελεστεί  πρίν  αρχίσει  η  επάναληψη.  Το  δεύτερο  όρισµα
"έλεγχος" περιέχει έναν έλεγχο ο οποίος θα γίνεται πριν την κάθε επανάληψη. Αν ο έλεγχος επιστρέψει True τότε
θα  ακολουθήσει  η  επανάληψη  διαφορετικά  η  επανάληψη  θα  σταµατήσει.  Το  τρίτο  όρισµα  "αύξηση"  εκτελείται
µετά  την  εντολή  και  έχει  σκοπό  την  ενηµέρωση  κάποιας  µεταβλητής  που  περιέχεται  στο  όρισµα  "έλεγχος".
Συνήθως  πρόκειται  για  προσαύξηση  του  µετρητή  επανάληψης  κατά  ένα  βήµα.  Το  τέταρτο  όρισµα  "εντολή"
αποτελείται από µία ή περισσότερες εντολές οι οποίες θα εκτελεστούν κατά την επανάληψη. Οι εντολές αυτές θα
πρέπει να είναι χωρισµένες µε ερωτηµατικό.

For@i = 1, i ≤ 5, i++, Print@iDD

1

2

3

4

5

Παράδειγµα  24:  Να  δηµιουργήσετε  µία  λίστα  µε  5  τυχαίους  αριθµούς  από  το  1  έως  το  20  και  µε  4  τυχαίους
αριθµούς από το -20 έως το -1. (Να κάνετε χρήση της εντολής For).
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s = 8<;
For@i = 1, i ≤ 5, i++, AppendTo@s, Random@Integer, 81, 20<DDD;
For@i = 1, i ≤ 4, i++, AppendTo@s, Random@Integer, 8−20, −1<DDD;
s

811, 16, 3, 7, 10, −5, −1, −5, −8<

Παράδειγµα  25:  Μια  πολύ  γνωστή  ακολουθία  φυσικών  αριθµών  στα  µαθηµατικά  είναι  η  ακολουθία  Fibonacci
(ορισµένη από τον Ιταλό µαθηµατικό Leonardo Fibonacci). Οι όροι της ακολουθίας αυτής, ας τη συµβολήσουµε
f, ορίζονται ως εξής:

f1 = 1, f2 = 1, f3 = 2, f4 = 3, f5 = 5 ...
και  γενικώς  f1 = fn-1 + fn-2  (δηλαδή  κάθε  όρος  εκτός  από  τους  δύο  πρώτους,  δίνεται  ως  άθροισµα  των  δύο
προηγούµενων όρων). Γράψτε πρόγραµµα που θα ζητά ένα φυσικό αριθµό n και στη συνέχεια θα υπολογίζει και
θα εκτυπώνει τον n-στό όρο της ακολουθίας Fibonacci.  (Να κάνετε χρήση της εντολής For).

n = Input@"∆ώσε έναν φυσικό αριθµό"D;
f1 = 1;
f2 = 1;
For@i = 3, i ≤ n, i++,
f = f2 + f1;
f1 = f2;
f2 = fD;

Print@"O ", n, "−στός όρος της ακολουθίας Fibonnaci είναι ο:"D
Print@fD

O 150−στός όρος της ακολουθίας Fibonnaci είναι ο:

9969216677189303386214405760200

Παράδειγµα  26:  Να  κατασκευάσετε  συνάρτηση,  η  οποία  θα  υπολογίζει  τον  n-οστό  όρο  της  ακολουθίας
fibonacci. (Να κάνετε χρήση της εντολής For).

fibo@n_Integer?PositiveD := Hf1 = 1;
f2 = 1;
For@i = 3, i ≤ n, i++,
f = f2 + f1;
f1 = f2;
f2 = fD;

fL
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fibo@10D

55

Όπως  και  στην  εντολή  Do  έτσι  και  στην  εντολή  For  (όπως  και  σε  κάθε  εντολή  επανάληψης)  µπορούµε  να
τοποθετήσουµε µια  For µέσα σε µία άλλη:

For@i = 1,
i ≤ 2,
i++,
For@j = 1,
j ≤ 3,
j++,
Print@8i, j<DDD

81, 1<

81, 2<

81, 3<

82, 1<

82, 2<

82, 3<

Παράδειγµα  27:  Να  γράψετε  πρόγραµµα  που  θα  διαβάζει  τα  στοιχεία  ενός  δισδιάστατου  πίνακα  ακεραίων
αριθµών και θα εξετάζει αν ο πίνακας είναι αραιός. Θεωρούµε ότι ένας πίνακας είναι αραιός αν πάνω από το 80%
του πλήθους των στοιχείων του είναι µηδέν. (Να κάνετε χρήση της εντολής For).

a = Input@"∆ώσε πίνακα="D;
counter = 0;
For@i = 1, i ≤ Length@aD, i++,
For@j = 1, j ≤ Length@a@@1DDD, j++, If@a@@i, jDD « 0,
counter = counter + 1DDD;

If@counter > 0.8∗Length@aD∗Length@a@@1DDD,
Print@"Αραιός"D,
Print@"Όxι αραιός"DD;

Παράδειγµα 28: Να υπολογίσετε το άθροισµα των αρτίων αριθµών από το 1 έως το 1000. (Να κάνετε χρήση της
εντολής For).
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s = 0;
For@i = 2, i ≤ 1000, i = i + 2, s = s + iD;
s

250500

Παράδειγµα 29:  Να υπολογίσετε  το  άθροισµα  των  περιττών  αριθµών  από το  1 έως το  1000. (Να κάνετε  χρήση
της εντολής For).

s = 0;
For@i = 1, i ≤ 1000, i = i + 2, s = s + iD;
s

250000

10.4.3 Η εντολή While
Η εντολή While χρησιµοποιείται συνήθως όταν θέλουµε να επαναλάβουµε ένα σύνολο εντολών για έναν αριθµό
φορών που δεν γνωρίζουµε εκτ ων προτέρων.

While[έλεγχος, εντολή]

Πρώτα  γίνεται  η  εκτέλεση  του  "ελέγχου".  Αν  επιστραφεί  False  η  επαναληπτική  διαδικασία  σταµατάει.  Αν
επιστραφεί  True  τότε  εκτελείται  η  "εντολή"  και  επαναλαµβάνεται  ο  "έλεγχος".  Το  δεύτερο  όρισµα  "εντολή"
αποτελείται από µία ή περισσότερες εντολές οι οποίες θα εκτελεστούν κατά την επανάληψη. Οι εντολές αυτές θα
πρέπει να είναι χωρισµένες µε ερωτηµατικό.

Θα  πρέπει  να  δωθεί µεγάλη  προσοχή  ώστε οι  µεταβλητές  που  περιέχονται  στον "έλεγχο" να  έχουν πάρει  αρχική
τιµή  πριν  τον  "έλεγχο"  ώστε  να  µπορέσει  να  εκτελεστεί  η  "εντολή",  αλλά  και  να  αλλάζουν  τιµή  µέσα  στην
"εντολή" ώστε η επαναληπτική διαδικασία να σταµατήσει σε κάποιο πεπερασµένο βήµα.

Παράδειγµα 30: Να υπολογίσετε το άθροισµα των αρτίων αριθµών από το 1 έως το 1000. (Να κάνετε χρήση της
εντολής While).

s = 0;
i = 2;
While@i ≤ 1000, s = s + i; i = i + 2D
s

250500

Παράδειγµ 31:  Να  υπολογίσετε  τη  ρίζα  της  συνάρτησης  f HxL = cosHxL - x2  µε  ακρίβεια  e=10-6κάνοντας  χρήση
της επαναληπτικής µεθόδου Newton-Rapshon:

αn+1=αn- f HαnLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅf ' HαnL ,   α0 = c œ R.
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f@x_D = Cos@xD − x2;
x0 = Input@"∆ώσε αρxική τιµή="D;
If@f'@x0D « 0,
Print@"Error"D,
xold = N@x0D; xnew = N@xold − f@xoldDêf'@xoldDD;
While@Abs@xnew − xoldD > 10−6,
xold = xnew; xnew = N@xold − f@xoldDêf'@xoldDDDD;

xnew

0.824132

Παράδειγµ  32:  Να  γράψετε  πρόγραµµα  το  οποίο  θα  υπολογίζει  τη  σειρά  S= 1ÅÅÅÅ2 + 1ÅÅÅÅ4 + 1ÅÅÅÅ6 + 1ÅÅÅÅ8 +...  µε  τελευταίο  όρο
αυτόν που δεν ξεπερνάει την τιµή 0.000001.

s = 0;
i = 1;
While@H1.êH2∗iL > 0.00001L, s = s + 1.êH2∗iL; i = i + 1D;
s

5.69849

Παράδειγµ  33:  Να  γράψετε  πρόγραµµα  το  οποίο  θα  υπολογίζει  τον  µέγιστο  κοινό  διαιρέτη  δύο  αριθµών
σύµφωνα µε τον αλγόριθµό του Ευκλείδη.

a = Input@"∆ώσε έναν ακέραιο"D;
b = Input@"∆ώσε έναν ακέραιο"D;
If@a ≥ b, diaireteos = a;
diairetis = b, diaireteos = b; diairetis = aD;

r = Mod@diaireteos, diairetisD;
While@r ≠ 0, diaireteos = diairetis;
diairetis = r; r = Mod@diaireteos, diairetisDD;

diairetis

Παράδειγµ 34:  Να  κατασκευάσετε  συνάρτηση  η  οποία  θα  υπολογίζει  τον  µέγιστο  κοινό  διαιρέτη  δύο  αριθµών
σύµφωνα µε τον αλγόριθµό του Ευκλείδη.

mkd@a_Integer, b_IntegerD :=

HIf@a ≥ b, diaireteos = a;
diairetis = b, diaireteos = b; diairetis = aD;
r = Mod@diaireteos, diairetisD;
While@r ≠ 0, diaireteos = diairetis;
diairetis = r; r = Mod@diaireteos, diairetisDD;
diairetisL
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mkd@320, 180D

20

Για επαλήθευση µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε και τη συνάρτηση GCD που διαθέτει το Mathematica.

GCD@320, 180D

20
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